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A témavezets ajanlasa
Korei Attila: ,,Fogalomhalék alkalmazasa osztalyfelbontasi problémakra" cimii
PhD értekezéséhez

Korei Attila jelolt szakmai munkajat mar 14 éve ismerem. Kezdetben fraktalokkal és valos
fliggvényekkel foglalkozott és sikeresen bekapcsolodott a Miskolci Egyetem Analizis Tanszéké-
nek, késébb pedig az Alkalmazott Informatikai Intézetének a munkajaba. Oktatoi tevékenysé-
gét mindig maximalis lelkiismereteséggel végezte. 2003 szeptemberében megkezdte tanulmé-
nyait a Hatvany Jozsef Informatikai Tudomanyok Doktori iskola keretében, ahol érdeklGdése
kozéppontjaba diszkrét matematikai strukturak miiszaki-informatikai alkalmazasai kertiltek,
igy lettem az adott téméaban a valasztott témavezetSje. Az elmilt évek eredményes és kivalo
szinvonald munkajanak koszonhetGen sikeres abszolutériumot szerzett és elinditotta doktori
eljarasat.

A jeldlt doktori disszertaciojaban fogalomhaloknak és ezekhez kapcsolddd tn. dobozha-
loknak miiszaki osztalyozasi (klaszterezési) feladatokban valo alkalmazésaval foglalkozik. A
dolgozatban tovabb tokéletesitette azt a modellt, ami az osztalyozéasi feladatot egy adott
kontextushoz tartozé dobozhélé bizonyos elemrendszereinek a kivéilasztasara vezeti vissza.
Ezt a modellt ki is bovitette az un. kitiintetett tulajdonsagok (attributumok) fogalmanak
a bevezetésével, amelyek segitségével szamos, a csoporttechnologiaban felmeriils osztalyozasi
probléma sokkal jobban megragadhato6. (Ez utobbi modszernek a teljes kidolgozasa a jeldlt je-
lenlegi kutatasaiban is kozponti szerepet kap.) Algoritmust fogalmazott meg és implementalt
annak a klasszikus problémanak a megoldésara is, hogy egy j munkadarab miként illeszthe-
t8 be meglévs osztalyozasi rendszerekbe, a dobozhalé aktualizélasa révén. Mind a meglévd,
mind a kifejlesztett 0j algoritmusokat leleményes és 1jitdé moédon implementalta, MATLAB
kornyezetben elvégezhets egyszerdi matrix miiveletekre visszavezetve a feladatokat. Az tun.
satomszerkezet" fogalmanak bevezetésével és felhasznalasaval 1ényegesen egyszeriisitette egy
kontextus dobozhalojanak a megkonstruilasat. Mindezek lehet6vé tették a felhasznalt mod-
szerek valos gyakorlati problémékra valé alkalmazésat is, ahol a kiindulé kontextusok mérete
meglehetdsen nagy is lehet. Jo példa erre az egyik vizsgalt probléma: gyartocellak kialakitésa,
a munkadarabok és a megmunkalasukra felhasznalt gépek attributumai alapjan. Elmondhato,
hogy a dolgozatban a jelolt altal javasolt és implementalt algoritmus versenyképes a szakiro-
dalomban ismert médszerekkel.

Az elmult évek sikeres munkija és termékeny publikacios tevékenysége igazolta, hogy a
jelolt képes szinvonalas, 6nalld kutatomunkéra. A disszertécid téziseivel kapcsolatos tudomé-
nyos eredményeit mind magyar, mind angol nyelven rangos nemzetkozi konferencidkon illet-
ve folydiratokban publikilta. Publikacioi kozott egyarant megtaldlhatok elméleti jellegii és
miiszaki-informatikai alkalmazasokat tartalmazé publikacidk, igy megallapithaté hogy azok
teljes mértékben eleget tesznek a Hatvany Joézsef Informatikai Tudomanyok Doktori Iskola
publikacids kdvetelményeinek. Koézos OTKA keretében is egyiitt dolgozhattam a jeldlttel, aki
itt is igazolta, hogy képes kreativan bekapcsolodni a csoportos kutatémunkaba. Maga az érte-
kezés nagyon aprolékos és gondos munkat tiikroz, felépitése, nyelvezete kivalo és esztétikus. A
jeloltnek a tézisekhez kapcsolodoé eredményei sajat, onalld és helyes eredmények. Mindezekre
tekintettel, a jelolt szaméra hatérozottan javaslom a PhD cim odaitélését.

Miskole, 2008. aprilis 3.

Dr. Radeleczki Sandor
tudomanyos vezetd
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Jelolések jegyzéke
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a dobozhal6 atomjainak halmaza

a b elem rakovetkezdje a-nak
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az A halmaz infimuma, szuprémuma

az Ly struktira izomorf Lo-vel

az A halmaz objektumainak kozos tulajdonsagaibol allo
halmaz

a B halmaz attribitumainak mindegyikével rendelkezd
objektumok halmaza

a (G, M, I) kontextusbol szarmazo extenziok halmaza
a (G, M, I) kontextusbol szarmazé intenziok halmaza
az a fogalom extenzidja

az objektumhalmaz legfinomabb extenzié-particioja

a H objektumhalmaz atomszerkezete

a GG halmaz legfinomabb extenzioé-particidjaban a g ele-
met tartalmazé blokk
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tocellan beliil

Az algoritmusok pszeudo-kodjainak leirasaban alkalmazott tovabbi jeloléseket
a 3.4. alfejezet bevezetGje tartalmazza.



1. Bevezetés

A miiszaki tervezés és iranyitas, a termelés menedzsment teriiletén gyakran
jelentkez6 probléma a valds objektumok hasonlésag alapjan torténd csopor-
tositasa. Kzt a feladatot kell példaul megoldani, ha kiilonb6zs alkatrésze-
ket osztélyozunk geometriai-fizikai jellemz6ik, megmunkélasi kévetelménye-
ik figyelembevételével, ha megmunkalé gépeket kell gyartocellakba sorolni,
vagy adott j megrendeléshez (projekthez) valamilyen értelemben hasonlo,
méar megvalositott projekteket keresiink. Az ilyen feladatok a gyakorlati élet
mas teriiletein is megjelennek: ha vevéket osztalyozunk vasarloi szokasaik
alapjan, ha betegségek besorolasat végezziik az észlelt tiinetekbdl kiindulva,
vagy dokumentumokat kell csoportositanunk informécidtartalmuk szerint. A
nagyméretii adathalmazok elemeinek (objektumainak) ismert tulajdonsagaik
(attributumaik) alapjan valé csoportositésa az adatbanyéaszat néven ismert
informacio-feldolgozasi technoldgianak is az egyik legfontosabb feladata. A
csoportok kialakitédsa osztalyozéassal vagy klaszterezéssel valosithatd meg. A
két miivelet kozott az az alapvets kiilonbség, hogy az osztélyozasnal mér van
valamilyen el6zetes elképzelésiink a valaszthato osztalyokrol, amelyekbe az
elemeket besoroljuk, mig a klaszterezés esetén nem allnak rendelkezésre az
osztalyok cimkéi, az adatok maguk alakitjak ki a klaszterek hatarait. Mas-
képp kifejezve, az osztalyozas feliigyelt, a klaszterezés pedig feliigyelet nélkiili
csoportositast jelent. A cél azonban mindkét esetben azonos: a csoportositan-
do6 objektumok halmazanak egy olyan particiojat keressiik, amelyben a k6zos
osztalyba keriil elempérok lényegesen hasonlobbak egymashoz, mint azok,
amelyeket eltérd osztilyba soroltunk. Az objektumok hasonlosagi viszonyait
attributumaik alapjan térképezziik fel. Ez a folyamat leggyakrabban az adat-
méatrixbol indul ki, melyben az objektumok mindegyikéhez tartozik egy, az
adott objektum tulajdonsagait leir6 vektor.

A gyartastudomany teriiletén az osztalyozassal kapcsolatos problémakat
csoporttechnologiai szemlélettel érdemes megkozeliteni. A csoporttechnologia
az alkatrészgyartas atfogd szervezési elve, mely a kiilonféle entitasok (alkat-
részek, gépek, konstrukcios tervek, technologiai folyamatok) kézotti hasonlo-
sdgok kihasznalasan alapul. A hasonl6 entitasok osztalyainak kialakitasa els-
segiti a gyartasi funkciok egységesitését és a szabvanyositast, ami az atfutési
idsk és a koltségek csokkenéséhez vezet. A csoporttechnologia koncepcidja a
gyartasi folyamat szinte valamennyi fazisaban alkalmazhaté és meghatarozo
szerepet jatszik a szamitogéppel segitett konstrukcios tervezés és a szamito-
géppel tamogatott gyartas integracidjaban is.
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1.1. Osztalyokra bontas fogalomhal6 segitségével

Ertekezésemben a haloelméletbsl ismert egyik strukturanak, a fogalomhalo-
nak az alkalmazhatosagat vizsgalom meg egy adott objektumhalmaz oszta-
lyokra bontasanak feladatdban. A f§ cél az, hogy az azonos osztéilyba sorolt
elemek kozotti hasonlosag nagy legyen, a kiilonb6z6 osztalyokba tartozo ele-
mek pedig lényegesen kiilonbozzenek egymastol. A feladat tehat megegyezik
az emlitett adatbanyaszatbeli probléméval, az altalunk alkalmazott eljaras
azonban mind az osztalyozéastol, mind a klaszterezéstsl eltér. Latni fogjuk,
hogy a kialakitand6 osztalyokrol nem rendelkeziink elGzetes informacioval,
azaz feliigyelet nélkiili csoportositast végziink (az osztalyozassal ellentétben).
Eljardsunk mégsem nevezhets klaszterezésnek, mert az elemek kozotti hason-
losag kifejezésére nem hasznalunk mértéket (az altalanos klaszterezd modsze-
rektdl eltérGen).

A fogalomhalok elméletét a fogalomanalizis targyalja. Ez a fiatal tu-
doméanyteriilet 1980 koriil, egy darmstadti kutatécsoport munkéjanak ered-
ményeként sziiletett és fejlédése azdta is toretlen. A fogalomhéld elemei a
fogalmak, melyek alatt objektumok és tulajdonsagok szorosan Osszetartozd
egységeit értjiik, és amelyek az emberi gondolkodasban megjelend fogalmak
absztrakt megfelelGinek tekinthetGek. A fogalmak generalasa a formélis kon-
textusbol kiindulva végezhets, mely az adatmatrixhoz hasonléan objektumok
egy halmazanak, az objektumokat jellemz& tulajdonsagoknak és e két halmaz
kapcsolatanak leirasat adja. Minden fogalom egy parbdél all, melynek egyik
eleme egy objektumhalmaz, a méasik pedig egy szorosan az objektumokhoz
kothets tulajdonsaghalmaz. A fogalmak haloba rendezésével fogalmak, fogal-
mi rendszerek hierarchidjat épithetjiik fel, és az adathalmaz elemei kozotti
rejtett Osszefiiggésekre derithetiink fényt.

Dolgozatomban a fogalomhalok elméletének egy kevéshé vizsgalt alkalma-
zasaval, az objektumhalmaz elemeinek osztalyokra bontasaval foglalkozom.
A fogalomhalo6 és az azt alkotd fogalmak ismerete azért hasznalhato az ilyen
jellegt feladatok megoldasaban, mert a fogalmak objektumrészei mar kijelol-
nek egyfajta csoportokat, és e csoportok elemeit éppen kozos tulajdonsagaik
alapjan valogattuk Ossze. A kutatomunka egyik legfontosabb eredményeként
megmutatjuk, hogy az osztalyok meghatarozasahoz nem sziikséges az Gsszes
fogalom ismerete. Ez azért nagy elény, mert egy fogalomhélé a kiindulésul
szolgalo kontextus méretétdl fliggGen kezelhetetleniil sok elemet is tartalmaz-
hat. Az objektumhalmaz felbontasat egy kevesebb elembdl 4llo, szabalyosabb
struktura, a dobozhalo segitségével végezziik. A dobozhal6 kedvezd tulajdon-
sagait kihasznalva a keresett osztéalyok kialakitasat célzo, hatékony algorit-
musok fejleszthetéek.
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1.2. A dolgozat felépitése

Az értekezés e bevezets szakaszaban a téma irodalmi attekintése utan meg-
fogalmazom a kutatas célkitiizéseit. A masodik fejezetben Osszefoglalom a
kutatomunka elméleti hatteréiil szolgald matematikai ismereteket, kitérve a
haléelmélet és fogalomanalizis legalapvetébb Gsszefliggéseire, valamint a do-
bozhalokkal kapcsolatos eredményekre. A harmadik fejezetben részletesen
ismertetem az objektumhalmaz felbontasara kifejlesztett tj modszer lépéseit
és azok matematikai vonatkozasait. Ebben a részben a modszer megvalosita-
sara alkalmas algoritmusok mellett egy olyan adatreprezentacios technikat is
bemutatok, amely a feladat programozasa soréan igen hasznosnak bizonyult.
Az 1j osztalyfelbontési technika alapjat a dobozhald jelenti, amelynek ele-
mei a fogalomhalobol keriilnek ki. A kutatas soran felmeriilt a kérdés, hogy
van-e olyan fogalomhél6, melyben minden fogalom lényeges az objektum-
halmaz felbontasa szempontjabol, azaz amelynek minden eleme egytttal a
dobozhalénak is eleme. Az adott kontextusbol szérmaztathatd fogalomhélo
és dobozhal6 egyenlségére fogalmazok meg sziikséges és elégséges feltételt a
negyedik fejezetben. Az 6todik fejezetben a kontextus sztikitésével és bévi-
tésével kapcsolatos kérdésekkel foglalkozom. Megvizsgalom, hogyan modosul
a dobozhal6 a kontextus objektumhalmazanak megvaltoztatasakor, és ho-
gyan generalhatoak az osztalyfelbontasokat meghatarozé 4j dobozelemek a
korabbi allapotnak megfelels elemek ismeretében. A hatodik fejezet az elért
eredmények gyakorlati hasznosithatésagat mutatja be a termelési rendszerek
és folyamatok tervezése és iranyitasa teriiletén. Megmutatom, hogyan alkal-
mazhat6 az 0j osztalyfelbontési modszer csoporttechnoldgiai problémakban,
az alkatrészek osztalyozasa illetve a gyartocellak kialakitasanak feladataban.
A dolgozat két masik, fontos eredménye is rendelkezik gyakorlati vonatko-
zassal: a negyedik fejezetben bevezetett kitiintetett tulajdonsiag koncepcid
az osztalyfelbontasok szempontjabol 1ényeges attributumok meghatarozasat
teszi lehetévé, az 0todik fejezet kontextusbdvitéssel kapcesolatos eredményei
pedig megoldjak egy 1j alkatrész megfelel§ csaladba sorolasanak problémajat.
Az emlitett feladatok a Miskolci Egyetem Alkalmazott Informatikai Tanszéké-
nek kutatési témai kozott szerepelnek és azokkal a ,Csoporttechnologia-alapi
tervezés és iitemezés tamogatasa diszkrét matematikai modellekkel és mod-
szerekkel” c. OTKA-pélyazat keretein beliil foglalkoztam. A hetedik fejezet-
ben Osszefoglalom a kutatéas legfontosabb eredményeit és megfogalmazom az
értekezés téziseit.

1.3. Irodalmi attekintés

A kutatasi téma adatbanyészati alapjait, az osztalyozas és klaszterezés vi-
szonyat illetve modszereit Han és Kamber bevezet§ jellegli miivének egy-egy
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fejezete targyalja [22]. A legfontosabb klaszterezd eljarasok leirasa az Ivanyi
Antal altal szerkesztett Informatikai algoritmusok c. kényvben is megtalal-
hato [24]. Mivel az objektumok osztalyozasa az adatbanyaszat kezdetektol
vizsgalt probléméja, természetesen 6nallo munkak is rendelkezésre allnak a
témaban valo elmélyiiléshez [25], [38].

A részbenrendezett halmazok és halok elméletének tanulmanyozasahoz
Szasz Gabor miive szolgalhat alapul [53]|, egy tjabb mértékado forras pe-
dig Czédli Gabor jegyzete, mely mar a fogalomhalokkal kapcsolatos alapvetd
osszefliggéseket is tartalmazza [14]. Természetesen a haléelmélet témakorében
szamos kivalo, idegen nyelvii monografia is rendelkezésre all, példaul Gratzer
Gyorgy General Lattice Theory c. kényve [21], vagy a kozérthets forméaban
megirt Introduction to Lattices and Order c. munka Davey és Priestley tolla-
bol [15].

A fogalomanalizis teriiletén Bernhard Ganter és Rudolph Wille kényve
megkeriilhetetlen forrasnak szamit [19], mely a fogalomhalok elméletének ma-
tematikai megalapozasa mellett a témateriilet kutatédsanak legfontosabb ira-
nyait is kijeloli. A fogalamanalizissel és alkalmazasaival kapcsolatos legijabb
eredményekrdl a téma kutatoi altal tizemeltetett honlaprol kiindulva tajéko-
zodhatunk (http://fcahome.org.uk).

A fogalomhalok és az osztalyozéasi, klaszterezési feladatok Gsszekapcsolésa-
nak otlete mar korabban is felmeriilt az irodalomban. Egy lehetséges megko-
zelités a fogalomanalizis és a durva (kozelits) halmazok elméletének hazassa-
gabol sziiletett rough concept analysis [29] alkalmazasa. Ez a kutatasi teriilet
adja a hatterét Ho T. B. cikkének, aki harom klaszterezési feladatra ad mo-
dellt és megoldo algoritmust [23]. Ventos és Soldano az extenzié fogalmanak
tagabb értelmezést adva bevezetnek egy 1j strukturat, az alfa-fogalomhéalot
(Alpha Galois Lattice), abbol a célbol, hogy az eredeti fogalomhald struk-
turajat megorzd, de kisebb méretid halot hozzanak létre [60]. Az extenzio
fogalménak Kkiterjesztése a kontextus objektumhalmazénak egy particiojan
alapszik, tehat itt el6zetesen kell az alaphalmazt osztalyokra bontanunk.

Az objektumhalmaz felbontasanak dualis problémajat (azaz az attribu-
tumok halmazanak particionalasat) Rudolf Wille vetette fel egy 1983-as cik-
kében [63]. A kontextus attributumhalmazabol kiindulé osztalyozasi mod-
szerek fejlesztésével sokan foglalkoznak; a Miskolci Egyetemen Kovacs Laszlo
és csoportja végez ilyen jellegi kutatésokat, szoveg-osztalyozo algoritmusok
létrehozéasara.

Az emlitett Wille-cikk volt a kiindulépontja témavezetém, Radeleczki
Sandor kutatasanak, aki a dobozhal6o fogalmanak bevezetésével egy alapve-
t6 eszkozt definialt az osztalyfelbontési probléma megoldasara. A kutatéas
eredményeként sziiletett publikaciok szolgalnak a dobozhalok és a kapcsolodod
struktirak elméletéhez referenciaul [40], [41], [42].

Az értekezésben bemutatott gyakorlati feladatok héatterében csoporttech-
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1 BEVEZETES

nologiai elvek alkalmazasa all. A csoporttechnoldgia fogalmaval, kialakulasa-
val és korai fejlgdési szakaszaival foglalkozik a [17] tanulmény. Az utobbi hisz
évben a gyartasi technolégiak és a szamitogépes modszerek fejlédésének ko-
szonhetGen a csoporttechnologia fogalomkore jelentGsen kibéviilt, a tervezés
és gyartas integraciojanak fontos tényezGje lett [54]. A csoporttechnologi-
ai elvek korszerd alkalmazési teriileteir6l nyijtanak attekintést a [28] és [52]
kiadvanyok. A dolgozatban részletesen vizsgalt témakorben, a gyartocelldk
és alkatrészcsaladok meghatarozasanak teriiletén az elmult harminc évben
szamtalan publikicio sziiletett, elsGsorban a feladat tjabb és tjabb megoldési
modszereit ismertetve. E modszerek csoportositasara a Shafer altal javasolt
kategoriakat tekintettem mérvadonak [50|, az egyes technikékat pedig a [5],
6], [34], [56], [59] publikaciok alapjan tanulmanyoztam.

1.4. A kutatas célja

A tudoményos kutatomunka célkitiizéseit harom f6 feladat koré szervezve
fogalmaztam meg.

1. Az objektumok hasonlosig alapjan torténé csoportositasat megvalosi-
t0, fogalomanalizisen alapulé modszer elméleti hatterének kidolgozasa.
Olyan matematikai eredmények bizonyitésa, amelyek alapjan az osz-
talyfelbontas a fogalomhalé megkeriilésével, a dobozhélé elemeinek is-
meretében valosithaté meg. Az objektumokat és tulajdonsigaikat leird
kontextus vizsgalata és manipulaldsa annak érdekében, hogy a leen-
dé osztéalyok kialakitdsdban dontd szerephez jutd tulajdonsagokat elére
meghatarozhassuk. Az objektumhalmaz bévitésének kovetkezményeit
leir6 elmélet kidolgozasa.

2. A matematikai hattér kutatasaval parhuzamosan az 0j osztalyfelbontasi
modszer feladatmegoldd részének algoritmizaldsa. Szamitogépes prog-
ram készitése, mely egy adott kontextusbol kiindulva meghatarozza az
objektumhalmaz keresett particidit. A program legyen képes a kontex-
tushdvités feladatanak kezelésére, azaz 1j objektum hozzaadéasa esetén
végezze el annak besorolasat vagy létesitsen 1j osztalyt szamara.

3. Az elméleti eredmények hasznositésa a termelési rendszerek és folyama-
tok tervezése és irdnyitésa teriiletén. A Miskolci Egyetem Alkalmazott
Informatikai Tanszékének termelésinformatikai kutatasi projektjeiben
megjelend osztalyozasi feladatok elemzése, azok modellezése. A cso-
porttechnologiai témaju kutatési projektben megfogalmazott feladatok
részletes analizise, megold6 algoritmus és szamitogépes alkalmazas ki-
dolgozasa.



2. Hal6, fogalomhal6, dobozhal6

A részbenrendezett halmazok és a halok egyszeriien definidlhatd, mégis al-
talanosan hasznalhat6 algebrai eszkozok, amelyek segitségével egy adott hal-
mazba tartozé elemek koézotti hierarchikus viszonyok szemléletesen megjele-
nithetek. Ebben a fejezetben bemutatjuk kutatasunk elméleti hatterét: a
részbenrendezett halmaz altalanos fogalmébol kiindulva megadjuk a halok,
véért csak a késGbbi fejezetek megértése szempontjabol fontos fogalmakra és
tulajdonsagokra tériink ki, az eredményeket is bizonyitas nélkiil kozoljiik. A
halokkal kapcsolatban magyar nyelven Szasz Gabor [53] vagy Czédli Gabor
[14] konyve szolgalhat referencidul, de szamos idegennyelvii forras is rendel-
kezésre all [15], [21]. A fogalomhalok tulajdonsagait vizsgald fogalomanalizis
alapvets miive Bernhard Ganter és Rudolph Wille kényve [19]. A fejezet utol-
sO részében targyalt osztalyozasi halokra és dobozhalokra vonatkozo eredmé-
nyek igazolasa Radeleczki Sandor cikkeiben talalhato [41], [42].

2.1. Halok

2.1. Definici6. Egy P nemiires halmaz elemei kozott értelmezett és "<"-vel
jelolt binaris relaciot részbenrendezésnek neveziink, ha minden x, y, z € P-
re teljesiilnek az alabbi feltételek:

1. z < x (reflexivitas),
2. x <yésy <z esetén x = y (antiszimmetria),
3.z <yésy < zesetén z < z (tranzitivitas).

Ha a nemiires P halmazon adott egy < részbenrendezés, akkor P-t (ponto-
sabban a (P, <) part) részbenrendezett halmaznak nevezziikk. A (P, <)
részbenrendezett halmaz a, b elemére az a < b jelolést hasznaljuk, ha a < b,
de a #b. Az a < b jelolés pedig azt fejezi ki, hogy b rakévetkezGje a-nak,
azaz a < b és nincs olyan x € P, amelyre a < x < b teljesiil.

Peélda: Jelolje P (A) az A halmaz hatvanyhalmazat, azaz A részhalmazainak
Osszességét. A részhalmazok kozotti C tartalmazasi relacid ekkor részben-
rendezése P (A)-nak, (P(A),C) pedig részbenrendezett halmaz. Ha B,C €
P (A), és B C C, akkor C rakovetkezGje B-nek, ha a C'\ B halmaz egyelemti.

2.2. Definici6. Legyen (P, <) egy részbenrendezett halmaz. Azt mondjuk,
hogy a € P a P legkisebb eleme, ha minden x € P-re a < z. Hasonlbéan,
b € P-t a P legnagyobb elemének nevezziik, ha minden z € P-re x < b.
A (P, <) részbenrendezett halmaz legkisebb elemét 0p-vel (vagy egyszertien
0-val), a legnagyobbat 1p-vel (vagy 1-el) jeloljiik.
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2 HALO, FOGALOMHALO, DOBOZHALO

Példa: (P (A),C) legkisebb eleme az tires halmaz, legnagyobb eleme maga
az A halmaz.

2.3. Megjegyzés. Minden véges (P, <) részbenrendezett halmaz a rakovetkezés
fogalméat felhasznalva szemléltetheté az tn. Hasse diagrammal, a kovetkezé
modon: A P halmaz elemeinek kis koroket feleltetiink meg a sikon. Ha a < b,
akkor a b-nek megfelels kort az a-t jelols kor f6lé rajzoljuk és 6sszekotjiik Sket
egy egyenes szakasszal. Egy ilyen abrabdl az x < y relacio teljesiilése konnyen
leolvashato: x < y pontosan akkor igaz, ha az x-hez tartozo korbél vezet az
y-hoz tartozo korbe végig ,felfelé” halad6 torottvonal. Az 1. abran az A =
{a, b, c} haromelemt halmaz esetén abrazoltuk a (P(A), C) részbenrendezett
halmazt.

1. abra. Haromelemt halmaz részhalmazhélojanak Hasse diagramja

2.4. Definicid. Legyen (P, <) egy részbenrendezett halmaz, és A a P egy
nemiires részhalmaza. A p € P elemet az A halmaz alsé korlatjanak nevez-
ziik, ha p < a minden a € A-ra, és hasonléan, a p € P elem az A halmaz felsé
korlatja, ha p > a minden a € A-ra. A p elemet az A halmaz legnagyobb
also korlatjanak (infimumanak) nevezziik, ha p als6 korlatja A-nak, és A
minden egyéb k als6 korlatja esetén p > k. Az A halmaz infimumét gyakran
elemei metszetének nevezziik, és inf A-val vagy AA-val jeloljiik. A p elemet
az A halmaz legkisebb fels§ korlatjanak (szuprémumanak) nevezziik, ha p
fels6 korlatja A-nak, és A minden egyéb k felsd korlatjara p < k teljesiil. Az
A halmaz szuprémumaét gyakran elemei egyesitésének is nevezziik és sup A-val
vagy VA-val jeloljiik.
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2.5. Definici6. Az (L, <) részbenrendezett halmazt halénak nevezziik, ha
barmely a,b € L-re inf {a, b} és sup{a,b} létezik. Ha inf H és sup H min-
den H C L nemiires részhalmazra létezik, akkor (L, <)-t teljes halonak
nevezziik.

2.6. Megjegyzés. (i) Ha (L, <) egy véges halo, akkor teljes is, hiszen barmely
H = {hy,hy...,h,} € L halmazra n szerinti teljes indukciéval belathatjuk
inf H és sup H létezését.

(ii) Minden (L, <) teljes halonak van legkisebb és legnagyobb eleme, méghoz-
zda 0 =inf L és 1 = sup L.

A halok kétmiiveletes algebrai strukturaként is definidlhatoak.

2.7. Definicio. Az (L, A, V) algebrai strukturat halonak nevezziik, ha A és
V binaris mtveleteket jelolnek az L nemiires halmaz elemei kozott, tgy, hogy
Vx,y,z € L-re az alabbi tulajdonsidgok teljesiilnek:

l.xAy=yAxészVy=yVz (kommutativitas),

2.z N(yNz)=(xANy)AzésaxV(yVz)=(zVy)V 2z (asszociativitas),
3. x Az =x és zVx =z (idempotencia),

4. zV(xANy)=xésx A (xVy) ==z (elnyelési tulajdonsagok).

Ha egy (L, <) részbenrendezett halmaz hal6 a 2.5. Definicié értelmében,
akkor az a A b = inf{a,b} é a vV b = sup{a,b} Osszefiiggéssel defini-
alt miveletek teljesitik az el6z6 definicioban felsorolt tulajdonségokat, igy
(L,A,V) halo a 2.7. Definicio értelmében is. Megforditva, ha adott az
(L, A, V) algebrai struktira, ami halé a 2.7. Definicié értelmében, akkor az
a < b < a= aAlb osszefiiggés egy részbenrendezést definial, és igazolha-
t6, hogy az (L, <) részbenrendezett halmaz halo a 2.5. Definici6 értelmében.
Ezen megfeleltetés értelmében példaul a (P (A), C) halohoz a (P (A),N,U)
algebrai struktura rendelhet6 hozza.

A tovabbiakban a halokra csak az alaphalmaz megadaséval hivatkozunk,
ha ez nem okozhat félreértést, igy (L, <) illetve (L, A, V) helyett is csak L-et
frunk. Lathattuk, hogy a halok kétféle modon vald definicivja ugyanahhoz
a struktirdhoz vezetett. Két halo azonban elemeik kiilonbozdsége esetén is
lehet algebrai szempontbol teljesen azonos, azaz izomorf.

2.8. Definicié. Az L; és L, hélokat izomorfaknak hivjuk, ha van olyan
® . L; — Ly bijektiv leképezés, hogy a < b Li-ben pontosan akkor teljestil,
ha ® (a) < & (b) Lo-ben. Jelolés: Ly = L.
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Ha az Ly és Lo halok a 2.7. Definiciéval adottak, akkor izomorfidjuk azt jelenti,
hogy van olyan ®:L; — Ly bijektiv leképezés amelyre ® (a A b) = @ (a) AP (b)
és P (aVb)=(a) Vv D(b) teljesiil Va,b € L, esetén.
A definiciobol kovetkezik, hogy az izomorf hélokat ugyanazzal a Hasse dia-
grammal szemléltethetjiik.

A kovetkezd két definicioval speciélis tulajdonsagt haloelemeket, illetve
specialis halokat hatdrozunk meg.

2.9. Definicié. Legyen p az L halo egy 0-t6l kiilonbozé eleme. Ha a p =
Nz | z; € L,j € J} egyenlSséghdl p = xj, kovetkezik valamely jo, € J-re,
akkor p-t (teljesen) metszet-irreducibilis elemnek nevezziik. Hasonlokép-
pen, ha p = V{z; | x; € L,j € J} csak akor lehetséges, ha p = x;,valamely
jo € J-re, akkor p-t (teljesen) egyesités-irreducibilis elemnek nevezziik.
Masképp fogalmazva, egy metszet-irreducibilis elem nem allhat el§ mas ele-
mek infimumaként, egy egyesités-irreducibilis elem pedig mas elemek szupré-
mumaként. Az L héalét CJ-generalt halonak nevezziik, ha minden, 0-t6l
kiilonb6z6 eleme elGall egyesités-irreducibilis elemek szuprémumaként.

A CJ rovidités az angol completely join-irreducible szavakbol ered, a CJ-
generalt halokkal még taladlkozunk a késGbbi fejezetekben.

2.10. Definicié. Ha az L halonak van legkisebb eleme, akkor annak réko-
vetkezGit a halé atomjainak nevezziik. Tehat a € L atom, ha 0 < a. Az
L halot atomisztikusnak nevezziik, ha minden eleme elGall atomok szupré-
mumaként, azaz Vx € L esetén x = \/{a |a < 2,0 < a}.

Az el6z6 két definiciobol adodik, hogy egy halo atomjai (ha léteznek) mindig
egyesités-irreducibilis elemek.

2.2. Fogalomhalék

Rudolf Wille 1982-ben megjelent cikkével fogalomanalizis néven 1j iranyzat
jelent meg a héloelméletben, azzal a céllal, hogy a hal6elmélet modszerei-
nek kiillonb6z6 alkalmazasi lehetSségeit vizsgalja [62]. A fogalomanalizisben
definialt fogalmak adott objektumok és az Gket jellemzd tulajdonsagok egy-
ségeként értelmezhetSek. A fogalmak halot alkotnak, igy a kozottiik fennélld
hierarchia szemléletes médon megragadhato, a fogalomhalokat pedig adatok,
ismeretek tomor tarolasara és rejtett Osszefliggések feltarasara is hasznalhat-
juk. Ennek koszonhets, hogy az elmult harom évtizedben a fogalomanalizis
az alkalmazott haloelmélet egyik leggyorsabban fejl6dé teriiletévé valt, és a
matematikusokon kiviil a legkiilénb6z6bb tudomanyteriiletek kutatoi (nyel-
vészek, biologusok, fizikusok) fedezték fel a benne rejls lehet&ségeket.
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2.11. Definici6. Legyen adott objektumoknak egy G halmaza, M pedig
olyan tulajdonsidgoknak (attributumoknak) a halmaza, melyekkel a G-beli
objektumok rendelkezhetnek. Legyen toviabba I C G'x M egy relécio, melynél
(g,m) € I azt jelenti, hogy a g objektum rendelkezik az m tulajdonsaggal. A
(G, M, I) harmast (formélis) kontextusnak nevezziikk. Ha G' és M egyarant
véges halmazok, akkor azt mondjuk, hogy a (G, M, I') kontextus véges.

A kisebb méretti kontextusok tabldzatban szemléltethetGek, melynek i-edik
sordnak j-edik oszlopaba akkor tesziink x-et, ha az i-edik objektum rendel-
kezik a j-edik tulajdonsaggal.

1. tdblazat. Példa kontextusra

K AttribUtumok (M)
m | M| M3 | Mg | Ms | Mg
O1 X X
| o X X X
Q
X X X
X O3
% 04 X X X
?Zi Os X | X X | X
@)
g | X X X
g7 X X X X
Os X X X

2.12. Definici6. Vezessiik be a kovetkezs jeloléseket: A C G esetén legyen
A'={meM]|(g,m)el, Vge A}

az A-beli objektumok kozos tulajdonsidgainak halmaza, és B C M esetén
B'={geG]|(g,m)el, Vme B}

azoknak az objektumoknak a halmaza, melyek minden B-beli tulajdonsaggal
rendelkeznek. Az (A, B) part a (G, M, I) kontextushoz tartozo fogalomnak
nevezzik, ha

ACG, BCM, A=B, B =A

Az A halmazt az (A, B) fogalom objektumrészének vagy extenzidjanak,
mig a B halmazt az (A, B) fogalom tulajdonsagrészének vagy intenziéjanak
nevezziik.
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Az 1. tablazat kontextusanak egy fogalma példaul a ({g4, g5, g6}, {ma, ms})
halmazpar. Mivel egy (A, B) fogalom A extenzidja és B intenzioja egymast
kolcsonosen meghatarozza, egy fogalom ismeretéhez elegends a halmazpar
Jfelének” ismerete.

A tovabbiakban Extent (G, M, I)-vel, illetve Intent (G, M, I)-vel jeloljiik a
(G, M, I) kontextusbol szarmaztathato extenziok illetve intenziok halmazat.
Az el6z6 definicioban szerepls ()" operatorral kapcsolatos, legfontosabb tulaj-
donségokat foglalja 0ssze a kovetkezd allitas.

2.13. Allitas. Legyen (G, M,I) egy kontextus, A, Ay, Ay objektumok tetszo-
leges halmazai, B, By, By pedig attributumokbol allo halmazok. Ekkor

2. ACA" ésBC B".

o

Al — A//l éS B/ — B///‘

-~

(A" A") és (B, B") fogalmak.

R

A" a legszikebb A-t tartalmazo extenzio és B” a legszikebb B-t tartal-
mazo intenzio.

6. A€ Extent (G,M,I) < A=A" és B € Intent (G,M,I) < B = B".

A kovetkezd allitas szerint tetszéleges szamu extenzid metszete is egy ex-
tenzid és ugyanez az intenziokra is fennall.

2.14. Allitas. Legyen J egy tetszéleges inderhalmaz és (A;, B;) a (G, M, )
kontextushoz tartozo fogalmak ¥ j € J-re. Ekkor (| A; € Extent (G, M, 1)

jeJ
és (| B; € Intent (G, M, I).

jeJ

A kovetkezd definicio lehetévé teszi a fogalmak Osszehasonlitédsat és egy
algebrai struktiraba rendezi azokat.

2.15. Definicid. Legyenek (Ay, By) és (A2, By) a K = (G, M, I) kontextus-
hoz tartozo fogalmak. Azt mondjuk, hogy

(Al, Bl) S (AQ, Bz) s ha Al g AQ (ekkor Bg Q Bl is teljesul)

Az igy definialt relécio egy részbenrendezés a kontextus fogalmai kozott. A
(G, M, I) kontextushoz tartozo fogalmak dsszességét a fenti rendezéssel ellatva
egy halot kapunk, melyet a K = (G, M, I') kontextushoz tartozo fogalomha-
l6nak neveziink és .# (G, M, I)-vel vagy .Z (K)-val jeloliink.
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A kovetkezd fontos tétel a fogalomhélok teljességét allitja.

2.16. Tétel (A fogalomhaldk alaptétele). Az .7 (G, M, I) fogalomhdlo
eqy teljes hdlo, melyben tetszdleges halmazok infimumdt illetve szuprémumdt
a kovetkezd Osszefiiggésekkel hatdrozhatjuk meg:

oo (o 2]

jeJ JjeJ JjeJ
\/ (45, B)) = ((U Aj) aﬂBJ’7> :
jedJ jeJ jedJ

2.17. Definici6é. Legyen (G, M, ) egy kontextus. A g € G objektumhoz
tartozé objektum-intenzién a {g}' = {m € M | (g, m) € I} halmazt ért-
juk, és roviden ¢'-vel jeloljik. Hasonloképpen az m € M tulajdonsaghoz
tartozé attribtitum-extenzié alatt az {m} = {g€ G| (g,m) € I} hal-
mazt értjiik, melyet m’-vel jeloliink. A (¢”,¢’) alaka fogalmakat objektum-
fogalmaknak, mig az (m/,m”) alakuakat attributum-fogalmaknak ne-
vezziik. (Itt ¢” a {¢'} halmazt, m” pedig az {m’}’ halmazt jeloli.)

2.18. Allitas. Az .7 (G, M, 1) fogalomhdld minden eleme elddll objektum-
fogalmak szuprémumaként illetve attributum-fogalmak infimumaként a kovet-
kezd formdaban: ha (A, B) € F (G, M, I), akkor

V(" g)=(AB) = )\ (m',m").

geA meB

Ezt az eredményt Osszevetve a szuprémum és infimum fogalomhalokban
érvényes kiszamitasi modjaval (2.16. Tétel), az alabbi kovetkezményre jutunk.

2.19. Kovetkezmény. Az .7 (G, M, 1) fogalomhdld minden fogalmdnak ob-
jektumrésze eldall attributum-extenziok metszeteként, és minden tulajdonsdg-
rész elddllithato objektum-intenziok metszeteként.

A 2.19. Kovetkezmény alapjan egyszeri eljarast adhatunk egy adott kon-
textusbol szarmazo osszes fogalom elGallitasara. A kovetkezs algoritmus egy
L listara gytjti az Osszes olyan halmazt, mely attributum-extenziok met-
szeteként elGall, azaz a folyamat végén L az % (G, M, I) halo fogalmainak
extenzioit tartalmazza. Ezt a modszert gyakran nevezik a fogalomhalo-épités
,haiv’” algoritmusanak.
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2.20. Algoritmus (Fogalom-extenzidok meghatarozasa).

Az L lista elsd eleme G halmaz (a (G,G") fogalom extenzidja)
minden m € M attribitum esetén
minden A € L halmazra

ha ANm' ¢ L

akkor az L listdt bévitsd az ANm' halmazzal.

A kovetkezo tablazat az algoritmus altal elGallitott L lista elemeinek képzését
mutatja be az 1. tabldzatban szerepls kontextus esetén. A tablazat kozép-
s6 oszlopaban azt az attributumot jeloltiik, mely a 2.20. Algoritmus kiils6
ciklusdnak véaltozoja az adott extenzio elallitasakor.

2. tablazat. Fogalom-extenziok meghatarozésanak algoritmusa

’ Sorszam ‘ Attribatum ‘ Extenzio ‘
1. {91, 92. 95, 94, G5, 96, 97, 9 }
2. m {91, 95, 96}

3 ma {91, 94,95, 96, 98}
4. Mo {91796}

5. ms {94, 95, 96, 97}
6. ms {96}

7. ms {94, 95, 96}

8. ma {92, 97, g5}

9. My 0

10. my {gs}

11. My {97}

12. ms {92, 93, 94, 95, 97}
13. ms {g3}

14, ms {94, 95}

15. ms {94, 95, 97}
16 ms {92, 97}

17 me {92, 93, 95, 97, gs }
18 Mg {95,98}

19. me {g5, 97}

20. me {g5}

21 me {92, 93, 95, 97}

A listdn szerepls extenzidk és a kontextus alapjan a fogalmak intenzidit is
elgéllithatjuk. Az igy kapott fogalomhal6 Hasse diagramja a 2. abréan latha-
t6. Minden csomoépont egy fogalmat jelol, a csomépontot jelols szam pedig
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megfelel az adott fogalom extenziojahoz tartozo, a 2. tablazatban szerepld
sorszamnak.

2. abra. Fogalomhal6 Hasse diagramja

A 2.20. Algoritmus a legegyszertibb modszer a fogalom-extenziok meg-
hatarozésara, nagyméret kontextusok esetén azonban érdemes hatékonyabb
eljarast alkalmazni. Ilyen példaul a G részhalmazainak lexikografikus rende-
zésén alapuld Ganter-féle next closure algoritmus [19], vagy Godin inkremen-
télis modszere, mely a kontextus fokozatos bgvitésével allitja el§ a fogalmak
halmazat [20]. Az inkrementalis modszer tovabbfejlesztésével Kovécs Laszlo
az eddigieknél még hatékonyabb haloépits algoritmust javasolt [31].

A tovabbiakban a kontextus olyan atalakitasairol lesz sz6, melyek nem be-
folyasoljak a kontextushoz tartozoé fogalomhélo szerkezetét, azaz a moédositott
kontextushoz tartozo fogalomhalé izomorf az eredeti kontextus fogalomhalo-
javal. Az egyik ilyen miivelet a kontextusban szereplé azonos sorok illetve
oszlopok ,0sszefésiilése”, ilyenkor a megegyez6 sorokbol illetve oszlopokbol
elegendd csak egyet megtartani a kontextusban.

2.21. Definicié. Egy (G, M, I) kontextust tisztitottnak neveziink, ha min-
den g,h € G objektumra ¢’ = h’ csak g = h esetén lehetséges, és minden
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m,n € M attributumra m’ = n’ csak m = n esetén kovetkezhet be.

A kontextus redukcioja pedig azt jelenti, hogy toroljiik azokat a g objektumo-
kat, amelyek esetén a ¢’ halmaz el6all mas objektum-intenziok metszeteként,
illetve azokat az m tulajdonsagokat, amelyekre m’ elgall attributum-extenziok
metszeteként.

2.22. Definicié. Egy tisztitott (G, M, I') kontextust sor-redukaltnak neve-
ziink, ha minden g € G objektum esetén a (¢”,¢’) fogalom egyesités-irredu-
cibilis. A kontextust oszlop-redukaltnak hivjuk, ha minden m € M-re az
(m/, m") fogalom metszet-irreducibilis. Ha egy kontextus sor és oszlopredukalt
is, akkor redukaltnak nevezziik.

A kovetkezs allitas szerint minden véges halohoz megadhatoé egy olyan
redukalt kontextus, melybdl a haloval izomorf fogalomhéld szarmaztathato.

2.23. Allitas. Minden véges V hdlo esetén van egy olyan redukdlt K (V)
kontextus, amelyre V= F (K (V)) teljesiil. A kontextus objektumhalmaza
megegyezik a V' hdlo egyesités-irreducibilis elemeinek halmazdval, attribitum-
halmaza pedig a metszet-irreducibilis elemek halmazdval, a reldcio pedig a 'V
halo < részbenrendezése.

2.3. Dobozhaldk

Ebben a fejezetben bemutatjuk azokat az eszkozoket, amelyek segitségével
a fogalomhalokat osztélyfelbontasi feladatok megoldésara is alkalmazhatjuk.
Az objektumok csoportositasat azok kozos tulajdonsagai alapjan végezziik,
ugy, hogy az egy osztalyba sorolt objektumok rendelkeznek egy adott tulaj-
donségcsoporttal, de az osztalyon kiviili objektumok koziil mar egyik sem
rendelkezhet e tulajdonsagok mindegyikével. Ez a fogalomanalizis terminol6-
giajara leforditva azt jelenti, hogy az objektumok osztalyai és az osztalyokat
jellemz6 tulajdonsagesoportok fogalmakat alkotnak.

2.24. Definicid. Legyen G egy halmaz és P = {G; | j € J} a G halmaz

nemiires részhalmazaibol 4116 rendszer. A P halmazrendszert G egy partici-

6janak nevezziik, ha 'UJG]' =G és G; NGy =0 minden j # k esetén. A G;
j€

részhalmazokat a P particié blokkjainak nevezziik.

Ugyanazon halmaz kiilonb6z6 particioit a kovetkezs definicioban adott moédon

hasonlithatjuk Gssze.

2.25. Definici6. Legyen P, = {A; |i€ I} és P, ={B; | j € J} a G halmaz
két particioja. Azt mondjuk, hogy P, finomabb, mint P (jelolés: P, < P,),
ha P, minden egyes blokkja elgall P;-beli blokkok egyesitéseként.
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Egy kontextus objektumhalmazanak particiéi koziil szdmunkra azok fon-
tosak, amelyeknél a blokkok jellemezhetSek elemeik kozos tulajdonsagaival.

2.26. Definicid. Legyen (G, M, I) egy kontextus és P = {G, | j€ J} a G
egy particiéja. Azt mondjuk, hogy a P partici6 a G halmaz egy extenzio-
particidja, ha G} = G; teljesiil minden j € J esetén (azaz a G; blokkok
zartak kozos tulajdonsagaikra nézve).

Az elnevezést az indokolja, hogy a G halmaz egy P = {G, | j € J} extenzio-
particidja esetén, minden egyes GG; blokk egyben az .# (G, M, I) fogalomhal6
(Gj,G;) fogalmanak az extenzidja (az, hogy a (Gj, G;) par egy fogalom, a
G = G egyenldség kovetkezménye).

2.27. Megjegyzés. A G halmaz extenzié-particidit Radeleczki Sandor a kutatés
alapjaul szolgalod cikkekben a G halmaz osztdlyozdsainak nevezi. Hogy elke-
riilljiilk az adatbényéaszati terminologiabol adodo esetleges félreértéseket, az
osztalyozas, mint halmazrendszer helyett az extenzid-particio, az osztalyozas,
mint csoportképzési miivelet helyett az osztalyfelbontas szavakat hasznéljuk.
Az extenzio-particiok blokkjait azonban (kiilonGsen a miiszaki problémakban)
gyakran nevezziik osztalyoknak.

Az extenzié-particioknak megfeleltethets fogalmak rendszere a fogalom-
haléban is kitiintetett szereppel bir. Az ilyen rendszerek altalanos tulajdon-
sdgait irja le a kovetkezs definicio.

2.28. Definici6. Legyen L egy teljes halo. Az L nemiires részhalmazaibol allo
S ={a; | j € J} rendszert a halo egy osztalyozasi rendszerének nevezziik,
ha

1. aj Nap =0 Vj # k esetén,

2. x:\/(x/\aj) Vx € L.

jeJ

A G halmaz extenzio-particioi és az % (G, M, I) halo osztélyozési rend-
szerei kozott az alabbi tétel teremt kapcsolatot [41].

2.29. Tétel. Ha (G,M,I) egy tetszbleges kontextus, és {G,|j€ J} a
G halmaz eqy extenzio-particioja, akkor a {(G]-, G;) | j € J} rendszer
az F (G, M,I) fogalomhdlé egy osztdlyozdsi rendszere. —Megforditva, ha
(G, M., I) egy sor-redukdlt kontextus és {(A;, Bj) | j € J} az F (G, M,I) fo-
galomhald egy osztdlyozdsi rendszere, akkor az {A; | j € J} halmazok G egy
extenzio-particiojdt alkotjdk.
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Ha L egy sor-redukalt (G, M, I) kontextusbol szarmazo fogalomhald, akkor
az el6z6 tétel értelmében L minden S osztélyozasi rendszerének megfelel a G
halmaznak egy Ps extenzio-particidja. Ezt a kapcsolatot hasznaljuk fel a fo-
galomhélo osztalyozasi rendszereinek 6sszehasonlitasara: azt mondjuk, hogy
az S; osztalyozasi rendszer finomabb Sy-nél; ha az altaluk indukalt extenzio-
particiokra Pg, < Pk, teljesiil. Ahhoz, hogy az osztélyozasi rendszerek kozotti
rendezési relaciot ettdl altalanosabb forméaban definialhassuk, sziikségiink van
a CJ-generalt halok osztélyozasi rendszereinek egy tulajdonsagara.

Legyen L egy ClJ-generalt teljes halo és jelolje J (L) a halo egyesités-
irreducibilis elemeinek Osszességét. FEgy a € L elemre legyen J(a) =
{pe J(L)|p<a}, azaz az a-nal kisebb vagy egyenld egyesités-irreducibilis
elemek halmaza. Igazolhato, hogy az L halo egy S = {ar|k e K}
osztalyozasi rendszere a J (L) halmazon egy particiot indukal, IIg =
{J (a) | k € K} forméban, igy az osztalyozasi rendszerek rendezése a J (L)
halmaz particioi segitségével is lehetséges.

2.30. Definici6. Legyen L egy CJ-generdlt teljes halo, és S, 59 a halo két
osztalyozési rendszere. Azt mondjuk, hogy S; finomabb S5-nél (S; < 55), ha
az Sy altal a J (L) halmazon indukalt IIg, particio finomabb S, altal indukalt
IIs, particional.

Megjegyezziik, hogy fogalomhalok esetében az osztalyozasi rendszerek kozot-
ti rendezést végezhetjiik az objektumhalmazon indukalt particiok illetve az
egyesités-irreducibilis elemek halmazan indukalt particiok szerint is, mindkét
esetben ugyanazt a relaciot kapjuk.

Jelolje € (L) az L teljes halo osztalyozasi rendszereinek halmazat.
Konnyen igazolhato, hogy az el6z6ekben megadott relacié részbenrendezés
az osztéalyozési rendszerek halmazan, tehat € (L) egy halo. Ettdl azonban
tobb is igaz.

2.31. Allitas. Ha L egy CJ-generdlt teljes hdld, akkor a € (L) hdld teljes.

2.32. Definici6é. A € (L) halot az L halo osztalyozasi haléjanak nevez-
ziik, melynek O-eleme, azaz a legfinomabb osztélyozéasi rendszer az Osszes
osztalyozasi rendszer metszeteként all els: Sy = A{S | S € € (L)}.

Az osztalyozasi rendszerek meghatirozasanak megkonnyitésére beveze-
tiink egy tjabb strukturat.

2.33. Definici6. Az L teljes halo egy d elemét dobozelemnek nevezziik, ha
vagy megegyezik a halé 0 elemével, vagy a halé valamely osztalyozasi rend-
szerének egy eleme, azaz d € S, ahol S € ¢ (L). Az L halo dobozelemeinek
Osszességét 7 (L)-el jeloljik. Az L halon adott részbenrendezés & (L)-re valo
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lesziikitésével a dobozelemek hélot alkotnak, melyet az L halohoz tartozo do-
bozhalénak neveziink. Ha az L halo a K = (G, M, I) kontextushoz tartozo
fogalomhalo, akkor dobozhalojara a 7 (Z (G, M, I)) jelolés helyett a révidebb
2 (G, M, I) jelolést hasznaljuk.

Az alabbi tétel a dobozhalo jellemzését adja.

2.34. Tétel. Ha L egy CJ-generdlt teljes halo, akkor 2 (L) egy teljes,
atomisztikus hdlo, melynek atomjai a legfinomabb osztdlyozdsi rendszer ele-
met.

Az 1. tablazat kontextusabol szarmaztathatd dobozhald Hasse diagramja a 3.
abran lathato, ahol az atomoknak megfelel6 csomoépontokat sététebb ellip-
szisek jelolik. A dobozhéld a 2. abra fogalomhalojanak elemeibdl all, a két
diagram azonos szammal jelolt csomopontjai megegyez fogalmakat jelolnek.

3. dbra. Dobozhéal6 Hasse diagramja

A dobozhalok jelentGségére a kivetkezs eredmény vilagit ra.

2.35. Tétel. Ha L egy CJ-generdlt teljes halo, akkor € (L) =€ (Z(L)) .
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Vizsgaljuk meg az utobbi két tétel kovetkezményét arra az esetre, ha
L =% (G,M,I), ahol a (G, M,I) kontextus sor-redukalt. Ez utobbi tulaj-
donséig azért lényeges, mert sor-redukalt kontextus esetén minden g € G-re
a (¢",¢") fogalmak egyesités-irreducibilisek, és a 2.18. Allitas szerint a foga-
lomhalé minden eleme elall ilyen alaki fogalmak szuprémumaként. Ebbél
az kovetkezik, hogy L egy ClJ-generalt halo, igy a két utobbi tétel L-re is
érvényes, azaz egy sorredukalt kontextushoz tartozé fogalomhalé dobozhalo-
ja teljes, atomisztikus halo, melynek osztalyozasi rendszerei megegyeznek a
fogalomhal6 osztéilyozasi rendszereivel. Ezek az eredmények lehetévé teszik,
hogy az % (G, M, I) fogalomhal6 osztalyozasi rendszereinek (vagy a G hal-
maz extenzio-particidinak) meghatarozasékor a feladatot a fogalomhalonéal
joval kevesebb elemet tartalmazo, atomisztikus 2 (G, M, I) dobozhald oszté-
lyozési rendszereinek megadéaséara vezessiik vissza. (Az, hogy a dobozhalo a
fogalomhalonal konnyebben kezelhets struktura, a 2. és 3. dbra 6sszehasonli-
tasabol is érzékelhets.) A dobozhald elemeinek és osztalyozasi rendszereinek
meghatarozasat a kovetkezs fejezetben targyaljuk.
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3. Az osztalyozasi rendszerek meghatarozasa

Az el6z6 fejezetben megmutattuk, hogy egy sor-redukalt kontextushoz tarto-
z6 fogalomhal6 osztalyozasi rendszerei és a kontextus objektumhalmazanak
extenzio-particioi megfeleltethetéek egymaéasnak, hiszen az osztalyozasi rend-
szerek bizonyos fogalmakbol, az extenzio-particiok pedig e fogalmak exten-
zi6ibol allnak. A megfelels fogalmak kivalogatasa a fogalomhéalébol nehezen
kivitelezhets feladat, f6leg nagyméretd kontextusok esetén, hiszen a foga-
lomhal6 elemeinek szama a kontextus méretének exponencialis fliggvénye is
lehet. A dobozhalot éppen ennek a nehézségnek a kikiiszobolésére hasznal-
hatjuk fel, hiszen a dobozhalé osztélyozési rendszerei azonosak a fogalomhéld
osztalyozasi rendszereivel, ugy, hogy a dobozhéld atomisztikus szerkezett és
a fogalomhalénéal joval kevesebb elemet tartalmaz. A dobozhéld osztalyozé-
si rendszereinek meghatérozasat harom, egyméstol jol elkiilonithets 1épésben
végezziik:

1. Meghatéarozzuk a dobozhal6 atomjait (a dobozatomokat).
2. Az atomok ismeretében elGallitjuk a tovabbi dobozelemeket.

3. A dobozelemek felhasznalasédval meghatarozzuk az osztalyozasi rend-
szereket.

A tovabbiakban e harom lépés kivitelezésére mutatunk be egy modszert.
Az egyes lépéseket megvalositd algoritmusok mellett megadjuk azok egy le-
hetséges szamitogépes megvalositasat, és megvizsgaljuk az algoritmusok ha-
tékonyséagat is.

3.1. A dobozhalé atomjainak meghatarozasa

A dobozhalé atomjai a fogalomhal6 legfinomabb osztélyozéasi rendszerét al-
kotjak, igy kézenfekvének tiinik az a gondolat, hogy a fogalomhald legki-
sebb fogalmaibol kiindulva keressiik ezt a minimalis osztalyozéasi rendszert.
Ha (G, M, I) egy sor-redukalt kontextus, akkor az % (G, M, I) fogalomha-
16 egy osztélyozasi rendszere olyan fogalmakbol all, melyek extenzi6i az ob-
szer elemeinek extenzioi is le kell fedjék a G halmazt. Ha g € G, akkor
(9", ") alegkisebb olyan fogalom, melynek extenzidja g-t tartalmazza, igy az
Y = {(9",d") | g € G} halmaz fogalmainak extenzioi lefedik a G halmazt.
Az 7Y halmazbol kiindulva, fogalmak fokozatos egyesitésével egy osztalyozési
rendszert allitunk el6 a kovetkezs algoritmussal: tegyiik fel, hogy «7°-nak van
két olyan kiilonboz8, ¢ és d eleme, amelyekre ¢ A d # 0 (ahol 0 a fogalomhéalo
legkisebb elemét jeloli), ekkor a c és d fogalmakat toroljiik «7%-bol és vegyiik
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fel helyettiik a ¢ V d fogalmat. Jeldlje <71 ezt az 1j, eggyel kevesebb elembd]
allo halmazt, és ismételjiik meg az 27%-ra alkalmazott miiveletet, ha lehetsé-
ges. Altalaban, legyen @' = (&/'~1\ {c,d}) U (c V d) ahol c és d (c # d) az
/"1 halmaz egy olyan fogalompérja, melyre cAd # 0. Ha a G objektumhal-
maz n elembdl all, akkor a folyamat legfeljebb n — 1 fogalom-6sszevonas utan
megéll, egy /! (0 <1 <n—1) halmazt eredményezve. Jelolje &/ az eredmé-
nyiil kapott «7' halmazt, vilagos, hogy .7 barmely két elemének az infimuma
a halo legkisebb elemével egyezik meg, vagy pedig &7 egyetlen fogalombdl, a
héaloé maximalis elemébdl all.

Azt allitjuk, hogy az & = {a; = (A;,B;) | 1 < j <k} rendszer a foga-
lomhéalé minimélis osztalyozasi rendszere. A 2.28. Definici6 alapjan o7 akkor
osztéalyozasi rendszere az % (G, M, I) fogalomhélonak, ha

1. a;ANaj =0 Vi# jesetén,
2.2= "V (xAhq;) VoeeZF (G MI).

1<j<k
Az elsé feltétel o7 képzési szabalya miatt automatikusan teljesil. A méasodik

feltétel igazolasahoz elGszor vegyiik észre, hogy |J A; = G. Ez azért telje-
1<j<k

siil, mert az «7° rendszert alkot6 fogalmak extenziti, a ¢” halmazok lefedik
G-t, és ez a tulajdonsag az & (1 < i <) rendszerek fogalmaira is érvényes.
Valéban, ha az a; és a; fogalmakat kicseréljiik az a; VV a; fogalomra, ez utobbi
extenzidja tartalmazza az eléz6ek extenzidjat:

Ext(a;) U Ext(a;) C (Ext(a;) U Ext(a;))" = Ext(a; V a; ).

(Ext(a)-val jeloltiik az a fogalom extenzidjat.)
Legyen x = (A, B) a fogalomhal6 egy tetszéleges eleme. A fogalmak met-
szetére és egyesitésére vonatkozo 2.16. Tételt alkalmazva vizsgaljuk meg az

V (x A aj) fogalom extenzi6jat:
1<j<k

Ext( \/ (x/\aj)> :E:ct< \/ (AﬂAj,(BUBj)”)> =

1<j<k 1<5<k

= ( U (AmAj)> =(An |J 4)"=(ANG)" = A" = A= Eut(x).

1<5<k 1<j<k

Mivel a fogalomhéld két fogalma megegyezik, ha extenzidik azonosak, xr =

V (zAaj), azaz &7 egy osztalyozasi rendszer.
1<j<k
Be kell még latnunk, hogy az &7 osztalyozési rendszer minimalis. Legyen
P = {pi = (P,P) | 1 < i < s} a fogalomhalo egy tetszGleges osz-
talyozasi rendszere. Minden ¢ = (Q,Q') € & fogalom esetén legyen
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) ={(g",9) | g € Q} és képezziik az o7, 7, ..., Ay = 4, sorozatot az of
rendszer el6allitasanak mintajara. Vegyiik észre, hogy tetszéleges 0 < i < [,
indexre, x € %i—béil x < q kovetkezik, hiszen kezdetben minden x € %o ese-
tén z < ¢, ha pedig = < ¢, y < ¢, akkor z Vy < ¢, tehat barmely, egyesitéssel
kapott fogalom is kisebb vagy egyenls ¢-nal. Ebbdl az is kovetkezik, hogy ha p
és q a & rendszer két kiilonb6z6 fogalma, 427; az o, %j pedig az <7, rendszert
el6allité sorozat tetszéleges tagja, akkor v € &7, y € @) esetén z Ay = 0,
(hiszen z < p,y < q és p A q¢ = 0). Azt kaptuk, hogy az & rendszer eleme-
it egymastol fliggetlen halmazsorozatokkal is elGallithatjuk, ahol a sorozatok
kezdSelemét a & osztalyozasi rendszer altal indukalt particié alapjan haté-
rozzuk meg, azaz o = |J 7,. Legyen ¢ = (Q, Q') a & osztalyozasi rendszer

qeP
egy tetszbleges fogalma, ekkor a @) blokk elgall Q@ = |J Ext(q) alakban (ezt
qEAy
ugyantgy lathatjuk be, mint korabban a G = |J Ext(a) egyenlGséget). Mi-

acd
vel az .o7,-beli fogalmak egyben .&7-beliek is, kaptuk, hogy az 7 altal indukalt

extenzio-particio finomitja a &2 altal indukalt extenzié-particiot, azaz az o7
osztalyozasi rendszer finomabb £2-nél.

Bebizonyitottuk, hogy az o7 rendszer a fogalomh&l6é minimélis osztalyoza-
si rendszere. Mivel egy fogalom intenzidjat extenzidja ismeretében kdnnyen
megadhatjuk, az &7 rendszer elemeinek elGallitdsahoz elegendd az <7-beli fo-
galmak extenzioit meghatarozni, melyek egyiittesen a G halmaz legfinomabb

“ e,

kovetkezd algoritmus a [l rendszer elemeit hatarozza meg az eléz6ekben is-
mertetett modszer alapjan, kihasznalva, hogy ha a ¢ és d fogalmakra cAd # 0,
akkor Ext(c) N Ext(d) # 0, illetve Ext(cV d) = (Ext(c) U Ext(d))”.

3.1. Algoritmus (Atom-extenziok meghatarozasa).
Kezdetben legyen Iy = {g" | g € G}
amig van olyan X #Y € Ily, amelyre X NY # ()
addig Il -t bévitsd az (X UY)" halmazzal
és Iy -bol torold az X €s'Y halmazt.

Az 1. tablazatban adott példakontextusra az algoritmus az alabbi 6t fogalom-
extenziot adja meg a legfinomabb extenzio-particié elemeiként:

1o = {{91, 96}, {92, 97}, {95}, {92, 95}, {9s}} -

25



3 AZ OSZTALYOZASI RENDSZEREK MEGHATAROZASA

3.2. A dobozelemek meghatarozasa

A dobozhélé atomjainak ismeretében a tovabbi dobozelemek meghatarozasa-
ra ad egy modszert Bukszar Zoltan [4]-ben. Eljarasa a dobozhalé atomiszti-
kus tulajdonsagat hasznalja ki: mivel minden dobozelem el6all atomok szup-
rémumaként, a fogalomhéld elemei koziil kivilogatva azokat a fogalmakat,
amelyek dobozatomok egyesitései, megkapjuk a dobozhél6 tovabbi elemeit.
Nagy elemszamiu fogalomhélo esetén az eljaras idéigénye is megnd, ezért min-
denképpen hasznos olyan modszerek kidolgozésa, melyek a dobozelemeket
anélkiil hatarozzak meg, hogy sziikség lenne a fogalomhal6 Gsszes elemének
kiszamitasara. A tovabbiakban egy ilyen modszert mutatunk be.

Legyen (G, M, I) egy véges, sor-redukalt kontextus és legyen 7 - az el6z6
alfejezet jelolésével 6sszhangban - a 2 (G, M, I) dobozhalé atomjainak hal-
maza. Bevezetiink egy fogalmat, melyet a dobozelemek meghatarozasanak
algoritmusaban hasznalunk majd.

3.2. Definicié. Ha H C G egy tetsz6leges objektumhalmaz, akkor H atom-
szerkezetén azoknak az atomoknak az Osszességét értjik, melyek extenzioi
H részhalmazai. Fzt a halmazt a (H)-val jelolve:

a(H)y={re o | Ext(z) CH}.
A kovetkezd két eredmény az atomszerkezet fogalmaval kapcsolatos.
3.3. Lemma. Minden H,FF C G esetén a(HNF)=a(H)Na(F).

Bizonyitds. v € a(HNF) < Ext(x) CHNF < Ext(x) C H és Ext (x) C
Ferea(H)ésxea(F)exea(H)Na(F). O

3.4. Tétel. Az (E, E') fogalom pontosan akkor eleme a (G, M,I) dobozhd-
lonak, ha

E = U Ext(x).

z€a(E)

Bizonyitds. Legyen (E, E') egy dobozelem. Ha x € a(F), akkor Ext(z) C E,

tehat |J Ext(z) C E. Legyen g € E és jelolje x, azt az atomot, mely-
z€a(E)

nek extenzidja g-t tartalmazza. Mivel Ext(x,) a G halmaz legfinomabb

“ e,

elemet tartalmazo blokkja, Ext(z,) C E. Ebb6l x, € a(E) kovetkezik, tehat

g€ U Ezt(z). Ezzel belattuk a forditott iranya, £ C |J FEzt(z) tar-
z€a(E) z€a(E)
talmazast is.
Megforditva, tegyiik fel, hogy az (E, E') fogalomra F = | Ext(z) teljesiil.
z€a(E)
Ha 7 jeloli a dobozh&lo atomjainak halmazat, az { Ext(z) | ¢ € </} rendszer
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G legfinomabb extenzio-particidja. Mivel E = |J FEuxt(x) egy fogalom ex-
z€a(E)
tenzidja, az { E}U{Ezt(z) | © € o/ \a(F)} rendszer is egy extenzié-particioja
a G halmaznak. Ebbdl kévetkezik, hogy az {(E, F')} U{z | x € &/ \ a(FE)}
rendszer a fogalomhalo egy osztalyozasi rendszere, tehat (E, E') a (G, M, I)
dobozhal6 egy eleme.
[l

Bukszéar Z. bevezetGben emlitett eljarasa a fogalmak generalésara a 2.20.
Algoritmust hasznélja. Ez az algoritmus a fogalmak extenzi6it egy listara
gyljti, ugy, hogy elallitja az attribitum-extenziok Osszes lehetséges met-
szeteit. A dobozelem-extenziok meghatarozésahoz azonban nincs sziikség az
Osszes ilyen metszetre, megmutatjuk, hogy az algoritmus modositasaval ho-
gvan keriilhetd el a felesleges fogalom-extenziok elGéllitasa. A 3.4. Tételbdl
kovetkezik, hogy kiilonb6z§ dobozelemeknek az atomszerkezete is kiilonbozd,
és az atomoktol, valamint a halé 0 elemétdl kiilonb6z6 dobozelemek atom-
szerkezete legaldbb kételemt halmaz. FEzt az észrevételt kihasznélva a 2.20.
Algoritmust a kdvetkezGképpen modositjuk: két, kezdetben iires listaval dol-
gozunk. Az elsé listara extenziokat gytjtiink, a masodikra rendre kiszamitjuk
az elsd lista megfelels elemének atomszerkezetét. A listak elsd eleme G, illetve
G atomszerkezete, az </ halmaz. Ezutan sorra vessziik az m attributumokat,
és képezziik minden, az elsd listan szereplé A halmaz esetén az F' = ANm/
halmazt. Az eredeti algoritmustol eltérGen az F' extenziot csak akkor vessziik
fel az els6 listara, ha eleget tesz a kovetkezs két feltételnek:

(i) a (F) legalabb két elemet tartalmaz,

(74) a (F') nem szerepel a mésodik listan, azaz nincs olyan H halmaz az elsé
listdn, amelyre a (F') = a (H) teljesiilne.

Az (i) feltétel kizarja az elsg listarol azokat a fogalom-extenziokat, melyek 0
vagy 1 atom-extenziot tartalmaznak. Az ilyen tulajdonsagu extenzidk torol-
het6ek, hiszen sem ezek, sem tovabbi attribitum-extenzidkkal valé metszete-
ik nem eredményezhetnek atomoknal nagyobb fogalmakat, az atomokat pedig
mar ismerjiik. Az (i7) feltétel azt biztositja, hogy az elsé listara csak kiilénbo-
76 atomszerkezet extenziok keriilhessenek. Ezekbdl, az atomszerkezetiik sze-
rint is kiilonb6z6 extenziokbol fogjuk a keresett dobozelem-extenzidkat meg-
hatarozni. Felmeriilhet azonban a kérdés, hogy a maéasodik feltétel alapjan
kizart extenziok a késébb sorra keriil§ attributum-extenziokkal metszve nem
eredményezhetnek-e olyan extenzidkat, amelyekbdl szarmazo dobozelemek az
elsé lista alapjan nem generalhatoak és igy elvesznek. A kovetkezd gondolat-
menet szerint ez nem fordulhat els. Tegyiik fel, hogy a H halmaz mar rajta
van az els§ listan, és az algoritmus kovetkez6 1épésében egy olyan F' halmaz
felvételérsl kell donteni, amelyre a (F') = a (H) teljesiil. Az (i) feltétel miatt
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az F' halmazt nem vessziik fel az elsé listara és vele egyiitt az F'NJ halmazok
is hianyozni fognak onnan, minden olyan J extenziora, melyet az algoritmus
az F-et kovetSen vizsgal. A kérdés az, hogy az F'NJ halmazok atomszerkeze-
te lehet-e a listdn méar szereplé halmazokétol kiilonb6zs, mert ha igen, akkor
az F'NJ extenziobol olyan dobozelem generalhato, amely a listan szerepld ex-
tenziok egyikébdl sem hozhaté létre. A valasz azonban nemleges, hiszen a 3.3.
Lemma felhasznalasaval a (F'NJ) = a (F)Na(J) =a(H)Na(J) =a(HNJ)
adodik, ami azt jelenti, hogy az F'N J extenziéval azonos atomszerkezetd ex-
tenzié mar van a listdn a H N J halmaz forméjaban. Tehat az F'NJ halmazok
egyetlen F-et kovets J halmaz esetén sem keriilnének az elsé listara, igy arra
sincs sziikség, hogy F-et felvegyiik arra.

A kovetkezd algoritmus az atomoktol és a halo 0 elemétdl kiilonbozs do-
bozelemek extenzidit hatarozza meg. A dobozelemek extenzidit a D halmaz,
azok atomszerkezeteit az S halmaz tarolja.

3.5. Algoritmus (Dobozelem-extenziok meghatarozasa).
Kezdetben legyen D = {G} és S = {a(G)}
minden m € M attribitumra
minden E € D -re
legyen FF = EnNm’
ha a(F') legaldbb kételemd és a(F') ¢ S
akkor D-t bévitsd F-el és S-et bovitsd a(F)-el
minden £ € D -re

legyen C = |J FEuxt(x)

z€a(E)
ha E # C akkor D-bdl térsld az E-t és S-bol torold a(E)-t
ha C = C" akkor D-t bovitsd C-vel és S-et bovitsd a(C')-vel.

Az utolso négy sor az elsd listara keriilt extenziok ellenérzésérdl szol, ugyan-
is nem biztos, hogy mindegyik dobozelem-extenzié is egyben. ElSfordulhat,
hogy egy (E, E’) dobozelem extenzidja helyett, egy néala b&vebb, de mege-
gyezd atomszerkezetii fogalom-extenzié hamarabb keriil az elsé listara, s igy
az (1) feltétel miatt £ hidnyozni fog onnan. Ezért az elsé listan szerepls E
extenziok esetén a masodik lista a(E) atomszerkezete felhasznalasaval elGal-
litjuk a C' = |J FEut(z) halmazt. Ha F = C, akkor E' dobozelem-extenzio.

zea(E)
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Ha F # C, akkor E helyett a C' halmaz lehet dobozelem-extenzid, amennyi-
ben teljesiti a C' = C” egyenlGséget, azaz C' egy fogalom-extenzio.

A 3. tablazat a példakontextusbol szarmaztathatd, nem-atomi dobozele-
mek meghatarozasanak folyamatéat szemlélteti. A kozépsd oszlopban szerepld
halmazok elemei az el6z6 alfejezetben meghatéarozott a; = (A;, AL) (i
1,2,...,5) atomok, a kévetkezs extenziokkal:

Al = {g17 gﬁ}u

A2 = {g27 g7}7

Az = {93},

As={94,95} As = {gs}

3. tablazat. Dobozelem-extenziok meghatarozasa

Fogalom-extenzio
(elsd lista)

Atomszerkezet
(mésodik lista)

Dobozelem-extenzio

{917 92, 93, 94, 95, 96, 97, 98}

{al, a2, 0as, a4, CL5}

{91, 92, 93, 94, 5, g6 g7, Js }

{gla g3, gﬁ}

{a1, a3}

{glv g3, 96}

{glu 94, 95, g6, 98}

{al) Ay, CL5}

{91, 94, 95, Ge, 98}

{947 g5, 9e, g7}

{as, as}

{927 g7, gS}

{as, as}

{927 g, gS}

{92, 93, 94, 95, 97}

{a27 as, Cl4}

{92, 92, 94, Js, 97}

{927 93, 95, g7, 98}

{a27 as, a5}

{927 93, 9s, 97}

{as, az}

Az attribatum-extenziok metszetével ad6dé halmazok koziil csak azok ke-
riillhettek az elsé listara, amelyek atomszerkezete legaldbb két atombol all
és a korabbi atomszerkezetektdl kiilonbozik. Ezeknek a feltételeknek nyolc
extenzio felelt meg, melyek koziil 6t bizonyult végiil dobozelem-extenzionak
is. A fogalmak illetve a dobozelemek elGallitasat szemléltets 2. és 3. tablazat
Osszehasonlitéasabol kideriil, hogy a dobozelem-extenziok meghatérozasihoz a
21 lehetséges fogalom-extenziobol csak 8-at hasznaltunk fel.

3.3. Az osztalyozasi rendszerek elSallitasa

Az osztalyozasi rendszerek meghatarozésahoz a kiévetkezd eredményt hasz-
naljuk.

3.6. Allitas. Legyen D = {(D;, D)) | j € J} a 2 (G, M,I) dobozhdld eleme-
inek eqy rendszere. D pontosan akkor osztdlyozdsi rendszere a dobozhdlonak,
ha a megfeleld atomszerkezetekbsl dllo {a(Dy) | j € J} rendszer az atomok
halmazdnak particidja.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy D = {(D;, D;) | j € J} a dobozhalo egy oszta-
lyozési rendszere, és képezziik az {a(D;) | j € J} rendszert. A 3.3. Lemma
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miatt i # j esetén a(D;) Na(D;) = a(D; N D;) = a(B) = 0. Masrészt, tegyiik
fel, hogy van olyan z atom, melyre z € o/ \ U{a(D;) | j € J}. Ha x egy
atom, extenzidja nem ires, legyen g € Ext(x). Mivel G = U{D; | j € J},
van olyan ¢ index, melyre g € D;. Az atomok extenzi6ibol allo osztélyo-
zés finomabb a {D; | j € J} particional, ezért Eat(z) C D;, de akkor
r € a(D;), tehat x € U{a(D;) | j € J}, ami ellentmondés. Ezzel belat-
tuk, hogy U{a(D;) | j € J} = 7, tehat az {a(D;) | j € J} rendszer valoban
particidja az atomok halmazéanak.

Megforditva, tegyiik fel, hogy a D = {(D;, D;) | 7 € J} dobozelemekbdl allo
rendszer esetén {a(D;) | j € J} az o/ halmaz egy particioja. A 3.4. Tétel
alkalmazasaval 1 # j esetén

D;ND; = U Ezxt(z) ﬂ U Ezt(z) = U Ext(z) = 0.

z€a(D;) z€a(Dy) z€a(D;)Na(Djy)
Masrészt,
U D; = U U Ext(x) | = U Ext(x) = U Ezt(z) = G.
jeJ jeJ \z€a(Dy) ze |J a(Dy) red
jeJ

]

Az el6z6 allitas szerint az osztalyozasi rendszerek elGallitasahoz a dobo-
zelemeket 1gy kell csoportositani, hogy az egy rendszerbe tartozo elemek
atomszerkezetei &7 egy particidjat alkossdk. Minden atom atomszerkezete
egyetlen elembdl, magabol az atombdl all, a tobbi, 0-t6l kiilénb6z6 doboze-
lem atomszerkezetét pedig a 3.5. Algoritmus eredményeként kapott S lista
tarolja. Az &/ halmaz egy atomszerkezetekbdl allo particiojat ugy kapjuk,
hogy S részhalmazai koziil paronként diszjunkt halmazokat valasztunk, majd
a kivalasztott atomszerkezetek egyikében sem szerepls atomokkal kiegészitjiik
a rendszert. A kovetkezd algoritmus el6szor egy 7 listara felveszi minden
egyes dobozelem atomszerkezetét, majd ezt a listat béviti S azon részhalma-
zaival, melyek paronként diszjunkt atomszerkezeteket tartalmaznak. Mivel
a S lista elemei atomokkal kiegészithetGek .of particidiva, minden H €
halmazhoz hozzarendeljiik atomok és nem-atomi dobozelemek egy halmazéat,
melyek megfelelnek a dobozhélo egy osztalyozasi rendszerének. Az eredményt
az Z listan taroljuk, melynek elsé eleme az o/ halmaz, azaz a legfinomabb
osztalyozasi rendszer.
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3.7. Algoritmus (Osztalyozasi rendszerek elGallitasa).
Kezdetben a 7 lista a nem-atomi dobozelemek atomszerkezeteibdl dll,
az £ lista egyetlen eleme az o/ halmaz
amig van olyan H részhalmaza S-nek, hogy VX, Y € H-ra XNY =)

addig 7€ -t bévitsd a H halmazzal
minden H € J€ esetén
legyen A= \|J{z |2z € X, X € H} és legyen
D =U{(B,B") | (B,B’) dobozelem,3X € H,a(B) = X}
és az L listdra vedd fel az AU D halmazt.

A korabban vizsgalt példaban az S halmazt a 3. tablazat méasodik lista-
jabol megmaradd 6t atomszerkezet alkotja. FEzekbdl még képezhetjik az
{{a1,a3},{as,as}} diszjunkt atomszerkezetekbdl allo halmazt, melyhez szin-
tén tartozik egy osztalyozasi rendszer. A kovetkezd tablazatban felsoroltuk
az atomok halmazanak azon partici6it, melyeknek osztélyozasi rendszerek fe-
lelnek meg, illetve megadtuk a G halmazon indukalt extenzid-particiokat is.

4. tablazat. Az extenzio-particiok meghatarozasa

’ Az atomok halmazénak particioi ‘ Az objektumhalmaz extenzio-particioi ‘

{aiH{asHas}{as}{as} 191, 96}{ 92, 97}{93}{94, 95 }{gs}
{a1, az, a3, a4, a5} {91, 92,93, 94, 95, g6, 97, 98 }
{a1,a3}{az}{as}{as} {91, 93, 961192, 97 }{94, 95 } {98}
{a1, a4, a5} {as}{as} {91, 94, 95. 96, 981192, g7} {93}
{as, as}{ai }H{as}{as} 192, 97, 98 {91, 96 } 193} {94, 95}
{az, as, a4}{a1}{a5} {927 g3, da, s, 97}{91, 96}{98}
{ay, az}{as, as}{as} 191,93, 96}{92, 97, 98 } {94, 95}

A kapott extenzid-particiok alapjan az osztalyozasi rendszerek elemeit tgy
kapjuk meg, hogy az egyes particiok blokkjaihoz, mint fogalom-extenziékhoz
meghatarozzuk a fogalmak intenziojat is.

3.4. Az adatok reprezentacidja

Az osztalyozasi rendszerek elallitdsanak harom fézisat az elézd alfejezetek-
ben kozolt 3.1., 3.5. és 3.7. Algoritmusok irjak le. Az emlitett algoritmusok
felhasznalasaval készitettem egy programot, mely egy adott K = (G, M, )
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kontextusbol kiindulva eléallitja az # (G, M, I') halé osztalyozasi rendszereit
és a G halmaz extenzié-particidit. A kontextus tarolaséra egy méatrixot hasz-
naltam, az objektumok és attribitumok kiilonb6z6 halmazait pedig vektorok-
kal azonositottam. Ez a reprezentaci6 a feladat megoldasa soran a kovetkezd
elényokkel jart:

o Az extenzio-particiok meghatarozasihoz sziikséges halmazmitiveletek
métrix-aritmetikai miiveletek sorozataként értelmezhetéek.

e A legtobb miivelet ugyanazzal a modszerrel végezhets el egyetlen objek-
tumra (attribatumra) mint objektumok (attributumok) egy halmazara
(példaul, ha g € G vagy A C G, akkor a {g}’ illetve A" halmazokat
ugyanaz a fliggvény allitja elS, az els6 esetben egy vektor, a masodik-
ban egy matrix bemenettel).

e Az adatok vektoros abrazolasanak koszonhets néhany olyan otlet, ame-
lyeknek szerepe volt a dolgozat 1j, tudoméanyos eredményeinek megszii-
letésében (példaul az atomszerkezet fogalma, vagy a kovetkezd fejezet-
ben ismertetendd kitiintetett tulajdonsig koncepcio.)

A valasztott adatszerkezet kezelését és a sziikséges miveletek elvégzését
a Matlab programkornyezet messzemenden tamogatja, ezért az extenzio-

T stz

irtam meg.

Az algoritmusok pszeudokodjainak leirasakor az Algoritmusok c. konyv-
ben rogzitett megallapodasokat kévettem (Cormen és téarsai, [12]). Ezek sze-
rint a blokkszerkezetet bekezdések jelzik, a < értékadast jelent, a témbelemek
indexeit szogletes zardjelbe tessziik. A > jel utan megjegyzések allnak.

A fejezet tovabbi részében a kovetkezd jeloléseket alkalmazzuk:
M, «r: az n X k tipusi, 0-1 elemeket tartalmazoé matrixok halmaza,

My Myx1: 0-1 elemekbdl allo k-dimenzios sorvektorok illetve n-dimenzios
oszlopvektorok halmaza,

A, B, C matrixokat, x,y, v vektorokat jeldl,

E, ., az egységmatrix, 0, a zérusmétrix az indexben jelolt tipussal,
1,x1, 11xk csupa egyesekbdl allo vektorok,

a; az A matrix i-edik oszlopa, af az A matrix i-edik sora,

M;; az M matrix 7, j indext eleme (ugyanez a pszeudokddokban M [i][j]),
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vj a v vektor j-edik koordinataja (pszeudokodokban v[j]),

vl MT a v vektor, illetve az M métrix transzponéltja,

[A,a] az a matrix, amely az A méatrixbol az a oszlopvektor hozzairasaval

keletkezik,

[S;s*] az a matrix, amely az S matrixbol az s* sorvektor hozzairasaval ke-
letkezik,

[A \ a] az a matrix, amely az A méatrixbol az a oszlopvektor torlésével ke-
letkezik,

[S\ s*] az a matrix, amely az S méatrixbol az s* sorvektor torlésével kelet-
kezik,

a € A, illetve s* € S azt jelzi, hogy az a vektor az A matrix egyik oszlop-
vektora, illetve s* az S matrix egyik sorvektora.

Az F (G, M,I) fogalomhal6 osztalyozasi rendszereinek, illetve a G halmaz
extenzio-particidinak meghatarozasahoz egyetlen bemend adatra van sziik-
séglink, a (G, M,I) kontextusra. Tegyiik fel, hogy az objektumok hal-
maza n elembdl all, az attribitumok halmaza pedig k elemd, azaz G =
{9;17=12,...,n}yés M ={m;|j=1,2,...,k}. A(G,M,I) kontextus tab-
lazata egy K €M, matrix segitségével jelenitheté meg a legkézenfekvébb
modon:

Ko — 1, ha(g;,m;) el
Y 0  egyébként.
Az F (G, M, 1) halo fogalmai (A, B) alaka parok, ahol A objektumok, B
pedig attribitumok egy halmaza. Az objektumhalmazoknak oszlopvekto-

rokat, az attribitumhalmazoknak sorvektorokat feleltetiink meg a kovetkezs
definici6 értelmében.

3.8. Definicid. Legyen A C G egy tetszéleges halmaz. Azt mondjuk, hogy
az A halmazt az a € M, vektor reprezentalja, ha j = 1,2, ..., n esetén

1, hag;e A
a; =
! 0  egyébként.

Hasonloképpen, a B C M attributumhalmazt a b € 91, vektor reprezen-
talja, ha 7 = 1,2, ..., k esetén
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b — 1, ha m; € B
770 egyébként.

3.9. Megjegyzés. Ha x 4 jeloli az A C G, xp pedig a B C M halmaz karakte-
risztikus fliggvényét, akkor az A-t reprezentald a vektort és a B-t reprezentald
b vektort az alabbi képletekkel is megadhatjuk:

a=(xa(g1),xa(g2),xa (gn))T

b = (x5 (m1),xB(Mm2), ..., xB (M) .

3.5. Az algoritmusok egy lehetséges megvalésitasa

A kitiizott feladat megoldéasa soran az egyik legalapvetébb miivelet egy ob-
jektumhalmaz kozos tulajdonsdgainak elgallitasa, azaz A C G esetén az A’
halmaz meghatarozasa. Hasonloképpen gyakran van sziikség a B’ halmaz
elsallitasara, ha B C M. Legyen A C G, jelolje a az A halmazt reprezentéld
vektort, és képezziik az ¢ = a’ K szorzatot. Vegyiik észre, hogy a ¢ vektor
j-edik koordinataja azt mutatja meg, hogy az m; € M tulajdonsaggal hany A-
beli objektum rendelkezik. Ha m; egy olyan tulajdonsag, amellyel A minden
objektuma rendelkezik, akkor a c vektor j-edik koordindtaja megegyezik az
A halmaz elemszamaval. Ennek igazolasara tegyiik fel, hogy A = {g, |l € L}
és jelolje | A | az A halmaz elemeinek szamat. Ekkor

m; e A's (g,mj)el VleLes Kj=1Viels

k
o= aK,; =Y aK;=[L|=A].

p=1 leL

Ezzel igazoltuk, hogy az A’ attributumhalmazt reprezentalé b vektort a ko-
vetkez6 képlettel irhatjuk le: j =1,2,..., k-ra

b — 1, hac;=|A|
S egyébként .

Hasonl6 m6édon adhatjuk meg egy B C M halmaz esetén a B-beli attributu-
mok mindegyikével rendelkezé objektumok halmazat. Jelolje b a B halmazt
reprezentalé sorvektort, ekkor a d = Kb’ szorzatvektor j-edik koordinatéja
azt adja meg, hogy a g; objektum hany B-beli tulajdonsédggal rendelkezik.
Ha ez a szam megegyezik B elemszamaval, akkor g; minden egyes B-beli
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tulajdonsaggal rendelkezik, tehat g; € B’. Ha a B’ halmazt az a vektor
reprezentalja, akkor j = 1,2, ..., n-re

1, had;=|B|
a; =
710 egyébként.

A fenti Osszefiiggéseket és a matrix-szorzas sajatossagait kihasznalva van arra
lehet&ség, hogy az A; C G,j = 1,2,...,m adott halmazok esetén a kozos
tulajdonsagok A’ halmazait egyszerre meghatérozzuk. Ezt irja le a KTUL
nevii fiiggvény pszeudokodja (a KTUL elnevezés a kozos tulajdonsagokra utal).
A fiiggvény egyik bemeneti véltozdja egy A € M, ., matrix, mely az A,
halmazokat reprezental6 oszlopvektorokbol all, a masik pedig a kontextusnak
megfelels K € 9, .x méatrix; visszatérési értéke az a B € M, matrix,
melynek j-edik sora az A’ halmazt reprezentélja.

KTUL (A, K)
1 B Oka
2 C«—ATK

3 for 1+<—1tom

4 for j«—1tok
5 if C[il[j] = 32 ANl

6 then Bl[i][j] « 1
7 return B.

A KTUL fliggvényhez teljesen hasonld adhaté meg a KOBJ fiiggvény, amely
a B; € M,j = 1,2,..,m halmazokhoz meghatdrozza a megfelel6 B’ ob-
jektumhalmazokat. A bemeneti B métrix j-edik sora a Bj-t reprezentald
sorvektor, az eredmény pedig az az A matrix, melynek oszlopvektorai a B}
halmazokat reprezentaljak.

Vegyiik észre, hogy ha a kozos tulajdonsagokat illetve k6zos objektumokat
meghatarozoé fiiggvényeket egymas utan alkalmazzuk az A objektumhalmazra,
eredményiil az A” halmazt kapjuk. Ez a miivelet a KTUL és KOBJ fiiggvények-
hez hasonléan egyszerre tobb objektumhalmazra is végrehajthatd. Ha az A
matrix az Ay, As, ..., A,, objektumhalmazokat reprezental6 oszlopvektorokboél
all, akkor a KOBJ (KTUL (A, K) , K) fliggvényhivas eredménye egy olyan méat-
rix, melynek oszlopvektorai az A, A7, ..., A halmazokat reprezentaljak.
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Az atom-extenziok elGallitasara szolgalo 3.1. Algoritmusban az A” hal-
mazok meghatarozasa mellett két halmaz egyesitésének, illetve metszetének
kiszamitasa is szerepel. Az, hogy két, objektumokbol vagy attributumokbol
all6 halmaznak van-e kozos eleme, rendszeriinkben egyszertien eldonthet6:
pontosan akkor diszjunktak, ha a halmazokat reprezentald vektorok skalaris
szorzata 0. A halmazok metszetét, illetve unidjat reprezentéld vektorokat az
eredeti vektorok Gsszegébdl allitjuk eld:

v = METSZET(X,y), ahol

v — 1, ha$j+yj:2
! 0 egyébkeént.

W = UNIO(X,y), ahol

0, haz;+y; =0
w; =
! 1 egyébként.

A felsorolt fiiggvényeket felhasznélva a 3.1. Algoritmus felhasznalaséaval meg-
adhatd az ATOM nevii fliggvény, amely a K kontextusbol kiindulva egy olyan
A matrixot ad eredményiil, melynek oszlopvektorai a dobozatomok extenzi-
6it reprezentaljak. Az algoritmus els§ lépésében a {¢”} halmazokat allitjuk
el6. Ehhez az egységmatrixot hasznaljuk fel, hiszen a {{g1},{92}, ... {9n}}
rendszert E,,, reprezentéalja.

ATOM(K)

1 A« kKOBJ(KTUL (Epxpn, K) , K)

2 while dx,y € A, X #y, METSZET(X,y) # O,x1
3 A — [A,KOBJ (KTUL (UNIO(x,y), K) , K)],

4 A—[A\x,A—[A\y]

5 return A.

Az aToM(K) fiiggvény alkalmazasaval adodo A € 9M,,.,, matrix oszlo-
pai az A; extenzidkat reprezentaljak, ahol {aj = (Aj,A;) |j=1,2 ...,m} a
dobozhéld atomjainak rendszere. Az A métrixot hasznéljuk az objektumhal-
mazok atomszerkezetének meghatérozasara is. A H C G objektumhalmaz
a (H) atomszerkezetét azzal az s sorvektorral reprezentéaljuk, melynek j-edik
koordinatéja pontosan akkor 1, ha a; € a (H). Ennek a vektornak az elGal-
litasahoz vegyiik észre, hogy ha h reprezentalja a H halmazt, akkor a hT A
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vektor j-edik koordinatdja azt mutatja meg, hogy H hany objektumot tar-
talmaz az a; atom extenzi6jabol; ha ez a szam megegyezik A; elemszamaval,
akkor a; € a(H). Ennek alapjan az A matrixbol és a h vektorbol az s
sorvektort elallito fliggvény pszeudokddja a kovetkezd:

ATOMSZERKEZET (A, h)

1 s« hTA

2 for 7<—1tom

3 it sl = 3 AWl

k=1
4 then s[j] <« 1
5 else s[j] < 0

6 returns

Az atomoktol és a halo 0 elemétdl kiilonb6z6 dobozelemek extenzi6it a

3.5. Algoritmus alapjén a DOBOZ nevi fiiggvény hatarozza meg. A fliggvény
két métrixot hasznéal: a D oszlopvektorai olyan halmazokat reprezentalnak,
amelyek esélyesek arra, hogy kiilonb6z6 dobozelem-extenziok legyenek, e hal-
mazok atomszerkezetei pedig az S matrix sorvektorai. Kezdetben mindkét
matrix egyetlen vektorbol all, a csupa egyest tartalmazd, G halmaznak meg-
felels vektorokbol. A fiiggvény bemend paraméterei a K € 9, kontextus
és az A = ATOM(K) € IM,, ., matrix, melynek oszlopai az atomok extenzioit
reprezentaljak. Az eredményiil kapott D matrixbol a keresett dobozelem-
extenziok, az S méatrixbol pedig azok atomszerkezetei hatarozhatdak meg.
A 9. sortél kezdve a 3.5. Algoritmus targyalasanél emlitett ellenérzé 1épéseket
végezziik, de a konnyebb megvalositas érdekében kissé eltértiink az ott javasolt
modszertsl. A D «— AST értekadassal azt érjiik el, hogy a D matrix oszlopai
az els6 listara keriilt E extenziok helyett a C' = |J FExt(z) halmazokat
r€a(E
reprezentaljak, ugyanis a dobozelem-extenziok csak il(yezn alaktak lehetnek.
Ezek utéan a elegends a C' = C” feltétel ellendrzése annak eldontésére, hogy
a C halmaz dobozelem-extenzi6 vagy sem. Ha a feltétel nem teljesiil, a C'
halmazt reprezentéld oszlopot toroljiik a D méatrixbol, az atomszerkezetét
reprezental6 vektort pedig S-bél.
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DOBOZ(K, A)
1 D+ 1,
2 S—1inm
3 forkeK

4 fordeD

5 v « METSZET(k, d)
6 a «—ATOMSZERKEZET (A, v)
7 if Y alll] >1ésa¢ S
=1
8 then D < [D,v], S < [S; a]
9 D« AS”
10 fordeD

11 if d # KOBJ (KTUL (d, K))
12 then D « [D\ d], S < [S \ ATOMSZERKEZET (A, d)]

13  return D,S.

Az osztélyozasi rendszerek meghatarozasihoz a DOBOZ fliggvény ered-
ményeként kapott S métrixot hasznaljuk, melynek sorai - az atomoktol és a
halé 0 elemétsl kiilonboz6 - dobozelemek extenzidinak atomszerkezetét repre-
zentaljak. Ennek a méatrixnak az ¢7 index® eleme pontosan akkor 1, ha az
1-edik dobozelem extenzidja tartalmazza a j-edik atom extenzidjat. Tegyiik
fel, hogy a dobozhal6 m szami atomot tartalmaz, s a halonak, a 0 elemet
nem szamitva, még [ darab dobozeleme van, tehat az S matrix [ x m tipu-
si. Az osztilyozasi rendszereket az altaluk tartalmazott nem-atomi dobo-
zelemek felsorolasaval adjuk meg (a hidnyzo atomokat az S méatrix alapjan
fogjuk beazonositani). E lista elkészitéséhez hozzunk létre egy T-vel jeldlt,
[ oszlopot tartalmazé matrixot, melynek 77 indexid eleme pontosan akkor 1,
ha az i-edik osztéalyozasi rendszer tartalmazza a j-edik nem-atomi dobozele-
met. Mivel minden egyes dobozelem kiegészithets atomokkal egy osztalyozési
rendszerré, a T matrix kezdeti értéke egy [ x [ tipustu egységmaétrix. A 3.7.
Algoritmus alapjan az osztélyozési rendszerek elGallitasahoz az atomszerke-
zetek halmazanak minden olyan részhalmazat meg kell keresni, melyek péa-
ronként diszjunkt halmazokbol allnak. Ez a folyamat az S métrixszal végzett
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miveletre leforditva azt jelenti, hogy barmely két olyan sor Osszege a mat-
rixhoz irando, melyek skalaris szorzata 0. (Diszjunkt halmazok uniojat az
azokat reprezentalo vektorok osszege jeleniti meg.) Az S maéatrix bévitésével
parhuzamosan a T matrixhoz is hozzairunk egy sort, ami az S 1j soranak
megfelel6 dobozelem-halmazt reprezentalja, és korabbi T-beli soroknak meg-
felel6 dobozelem-halmazok egyesitését jelenti. Végiil a legfinomabb osztélyo-
zasi rendszert reprezentald vektorokat is hozzairjuk az S és T maétrixokhoz
zérusvektorok forméjaban.

OSZTALY(S)

1 T E;

2 while 3 s} # s} € S,METSZET(s],s}) = 0
3 S — [S;s; +5s5], T — [T;t] + t7]

4 S [S;01xm), T «— [T; 01,

5 return S,T.

Az algoritmus eredményeként kapott S és T maétrixok kodoljak az egyes osz-
talyozasi rendszerekbe tartozo atomok és nem-atomi dobozelemek halmazat.
Az O, osztalyozasi rendszer elemei a matrixok k-adik sora alapjan hataroz-
hatoak meg az

a; € Op & Sy = 0,2=1,2,...,m,

dj EOk@Tkj:Lj:l,Q,...,l

osszefiiggések alapjan, ahol {aq, as, ..., a,,} az atomok, {dy, ds, ..., d;} a 0-tol
kiilonb6z6, nem-atomi dobozelemek halmaza.

A fenti eljaras szemléltetése érdekében leirjuk az osztéalyozasi rendsze-
rek meghatarozasanak menetét a korabban vizsgalt példara. Az ATOM és
a DOBOZ fiiggvény alkalmazasaval méar elGéallitottuk az atomok és a tovabbi
dobozelemek extenzioit. Az a; = (A;, A;) (i =1,2,...,5) atomok extenzioi:

A = {gl,gﬁ}a Ay = {92797}7 Az = {93}7 Ay = {94,95} As = {98}-

A 0-t6l kiilénb6z6 tovabbi dobozelemek: d; = (D;, D!) (i = 1,2,...,5), ex-
tenzidik pedig:

Dl = {gl;927937947957967.97798}’ D2 = {glag3796}7

Ds = {91,914, 9596, 93}, D1 =192,97,98} D5 = {92,953, 94, 95, 97}
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Az aladbbi tablazat az OSZTALY fliggvény eredményét tartalmazza, a T matrix
a tablazat baloldali részébdl, az S matrix jobboldalrol olvashato le. T kez-
detben egy 5 x 5-0s egységmaétrix, az S matrix ¢-dik sora pedig a D, extenzid
atomszerkezetét kodolja. Az S matrixban olyan sor-parokat kerestink, melyek
diszjunkt atomszerkezettel rendelkezd extenziokat kodolnak (azaz a sorvek-
torok skaléris szorzata 0). A masodik és negyedik sor ilyen, hiszen Dy és Dy
atomszerkezetének nincs kozos eleme, tehat van olyan osztalyozasi rendszer,
mely a dy és dy dobozelemeket is tartalmazza. Ezt az osztalyozasi rendszert
kodolja a matrixok hatodik sora, melyet a masodik és negyedik sorok Ossze-
adasaval kaptunk. Most mar a bévebb S métrixban folytatjuk a ,diszjunkt”
sorparok keresését; esetiinkben nincs tobb ilyen, ezért a folyamat leall.

di dy d3 dy ds ay; Gz asz a4 Gas
1 0 0 0 0 1 1 1 1 1
0O 1 0 0 O 1 0 1 0 O
O 0 1 0 O 1 0 0 1 1
O 0 o0 1 0 0 1 0 0 1
O 0 0 0 1 0 1 1 1 0
O 1 0 1 0 1 1 1 0 1

Az S matrix i-dik sordban 0 jeldli az i-dik osztalyozasi rendszer atomjait,
a tovabbi dobozelemeket pedig 1 jeloli a T maéatrix i-dik sordban. A keresett
osztalyozasi rendszerek tehat a kovetkezdek:

O1 ={d:},

Oy = {ds, as, a4, as},
O3 = {d3, as, az},
Oy = {dy, a1,a3,a4},
Os = {ds, a1,as},

Og = {da, dy, as}.
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3.6. Az algoritmusok hatékonysaga

A fogalomhél6 osztalyozasi rendszereinek elGallitasara - tudomasunk szerint -
eddig még nem sziiletett megoldo algoritmus, ezért a bemutatott eljarast nem
tudjuk méas modszerekkel 6sszevetni hatékonysag szempontjabol. A doboze-
lemek meghatarozésara Bukszar Z. [4]-ben ugyan javasol egy modszert (mely
az Osszes fogalom elGallitasa utan ellendrzi, elGallnak-e azok atomok szupré-
mumaként), ennek az algoritmusnak sem késziilt azonban miik6ds implemen-
tacioja. Mindenesetre ez a modszer legalabb akkora koltségii, mint az atom-
szerkezetek vizsgalatan alapuld 3.5. Algoritmus, hiszen ez utébbiban nincs
sziikség a fogalomhéld Osszes elemére. A tovabbiakban az osztalyozési rend-
szerek elGallitdsdnak harom lépését megvalositdé ATOM, DOBOZ és OSZTALY
fliggvények kiszamitasanak idGigényét szeretnénk megbecsiilni. Nyilvanva-
16, hogy a megadott algoritmusok javitasaval, finomhangolasaval (vagy mas
elven miik6dsé modszerek kidolgozasaval) kedvezsbb koltségértékek is elérhe-
téek. Jelen dolgozat egyik f6 célja egy miikodéképes szamitogépes program
készitése volt az osztalyozési rendszerek meghatarozéasara; a megoldé modszer
fejlesztése, optimalizalasa a tovabbi kutatési feladatok kozé tartozik.

Az ATOM fiiggvény a kontextusbol kiindulva meghatarozza a dobozhald
atomjainak extenzioit, és az alabbi pszeudo-kéddal adtuk meg:

ATOM(K)

1 A« KOBJ(KTUL (E,xp, K) , K)

2 while dx,y € A, x #y, METSZET(X,y) # O,x1
3 A — [A,KOBJ (KTUL (UNIO(x,y), K) , K)],

4 A—[A\x,A—[A\Y]

5 return A.

Tegytik fel, hogy a kontextust egy n x k tipust méatrix irja le (tehat az objektu-
mok szama n, az attributumok szdma k) és legyen N = max{n, k}. Az 1. sor-
ban minden g objektum esetén elgallitjuk a ¢” halmazt a KTUL és KOBJ fligg-
vények egymas utani alkalmazésaval. A KTUL (E, ., K) miivelet egy n*k mii-
veletigényd métrixszorzasbol, és a kapott szorzat elemeinek ellendrzésébdl all,
majd kovetkezik a KTUL fiiggvény ugyanennyi mtvelettel. A 2. sorban szerep-
16 ciklus feltételében az el6z6leg kapott n x n tipusi matrix matrix oszlopvek-
torai kozott keresiink olyan parokat, melyek Osszemetsz6 halmazokat repre-
zentalnak. Eredménytelen keresés esetén (n—1)4+(n—2)+...+2+1 = @
alkalommal végezziik el az n miveletigényd metszetképzést. Ha talalunk két

Osszemetszd halmazt reprezentédld vektort, akkor a 3. sor szerint a halmazok
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egyesitését reprezentald vektorra kell a KTUL és KOBJ kompoziciot képezni.
Az unidképzés n miveletet igényel, ehhez adodik a fiiggvények alkalmaza-
sa, ami O(nk) koltségi egy vektor esetén. Mivel az 6sszemetsz6 halmazokat
reprezentald vektorat toroljik a méatrixbol, legfeljebb n — 1-szer keriilhet sor
a 3. sorbeli mtveletek végrehajtasara. Osszefoglalva elmondhatjuk, hogy az
atomok halmazanak szamossagatol fiiggetleniil az atom-extenziok meghata-
rozésa O(N3) koltséggel megoldhato.

Az DOBOZ fiiggvény a fogalmak extenzidinak kiszamitésara szolgalod
2.20. Algoritmus modositésa, ezért el6bb ennek az algoritmusnak a kolt-
ségét vizsgaljuk meg. Vegyiik észre, hogy a fogalomhal6o elemeinek sza-
ma a bemeneti valtozoknak exponencialis fiiggvénye is lehet. Ha példa-
ul a G objektumhalmaz és az M attributumhalmaz egyarant n elemd, és
I ={(g;,mj) | 9 € G,mj € M,i # j}, akkor az .# (G, M, I) fogalomhalo 2"
elembdl all. Eppen ezért a fogalomgeneralé algoritmusok koltségbecslésében
az input mérete mellett a létrehozott fogalmak szamat is figyelembe kell ven-
ni. Ebbdl a szempontbol a 2.20. Algoritmus egy elég koltséges eljarés, hiszen
egy adott halmaz (attributum-extenziok egy metszete) csak akkor keriil fel
a fogalom-extenziokat gytijtd listara, ha megbizonyosodtunk rola, hogy még
nem szerepel ott. Igy ha Gsszesen ¢ szamu fogalmat generaltunk, a folyamat
soran legalabb @ alkalommal kell a lista korabbi elemeivel valo Gssze-
hasonlitasokat elvégezni, azaz az algoritmus koltsége a fogalmak szdméanak
kvadratikus fiiggvénye. Ezért van koltségesokkentd hatasa a listara keriild
extenziok el6zetes szlirésének, melyet az atomszerkezetek vizsgalataval valo-
situnk meg. Ez esetben is meg kell azonban azt vizsgalni, hogy a soronko-
vetkezd halmaz atomszerkezetével talalkoztunk-e méar korabban, igy a DOBOZ
fliggvény is legalabb O(d?) koltségt, ahol d az atomoktol és a halo 0 elemé-
t6l kiilonboz6 dobozelemek szama. FEzt a szdmot nehéz el6re megbecsiilni;
lehetséges, hogy a dobozhal6 csupan a fogalomhalé minimalis és maximalis
elemébdl all, de az is elfordulhat, hogy a fogalomhalé minden eleme egyben
dobozelem is (ennek feltételeit a kovetkezs fejezetben targyaljuk).

Ha a dobozelemek szama tul nagy, akkor algoritmusunk nagyméretd kon-
textuson lassan fog mikddni. Ilyenkor érdemes megfontolni a dobozelemek
meghatarozasanak Bukszar Z. dolgozataban javasolt modjat, csak éppen a
,haiv’ algoritmus helyett hatékonyabb fogalomgenerdlé modszer alkalmazasa
utan kell az 6sszes fogalom koziil a dobozelemeket kivilogatni. Ilyen modszer
példaul a 2. fejezetben méar emlitett next closure algoritmus, mely szintén
a fogalmak extenzidit allitja elG egy el6zbleg G részhalmazai kozott defini-
alt linearis rendezés szerinti névekvd sorrendben. Ennek koszonhets, hogy
ugyanazt az extenziot nem generalhatjuk még egyszer, igy nincs sziikség arra,
hogy minden 1j extenzi6 esetén megvizsgaljuk a listan méar szerepld elemeket.
Az algoritmus az dsszes fogalom-extenziot O(n?kc) idében 4llitja eld, ahol
n az objektumok, k az attributumok, ¢ a fogalmak szama [36]. A fogalom-
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3 AZ OSZTALYOZASI RENDSZEREK MEGHATAROZASA

extenziok koziil a dobozelem-extenziokat a 3.4. Tétel alapjan valaszthatjuk
ki: ha az E extenziora
E = U Ext(x)

z€a(E)

teljesiil, akkor E egyuttal egy dobozelem extenzidja is. Ezt a vizsgalatot
az ATOMSZERKEZET fliggvény segitségével O(nm) koltséggel elvégezhetjiik,
ahol m a dobozhal6 atomjainak szamat jeloli. A tovabbi kutatasi feladatok
kozé tartozik annak vizsgilata, hogy a next closure algoritmust lehet-e a 3.5
Algoritmus mintéjara gy modositani, hogy a fogalom-extenziok helyett eleve
dobozelem-extenzidkat allitson eld.

Végiil az 0SzTALY fliggvény feladata a dobozhal6 atomjainak és dobo-
zelemeinek ismeretében a lehetséges osztélyozasi rendszerek meghatarozasa.
A 3.6. Allitas értelmében az atomok halmazanak particioit kell elgallitani
dobozelemek atomszerkezeteibdl és atomokbol. Ez a feladat tekinthets egy
nevezetes NP-teljes nyelv, a halmaz-particié probléma keress feladatanak. A
halmaz-partici6 problémaban adott egy H halmaz és részhalmazainak egy
rendszere, el kell dontentink, hogy a részhalmazokbol kivalaszthatdak-e olya-
nok, melyek H egy particiojat adjak. A kérdés eldontésére valoszintileg nincs
polinomiéalis idejd algoritmus [37]. Esetiinkben azonban biztos, hogy létezik
a feladatnak megoldésa, hiszen minden egyes atom ott van a felhasznalhato
részhalmazok kozott. A keresS feladat megoldasidhoz, azaz az atomhalmaz
particidinak elGallitdsdhoz az OSZTALY fliggvény egy listara gydjti az Osszes
olyan rendszert, melynek elemei diszjunkt atomszerkezeti nem-atomi doboze-
lemek. A listara keriils 1j rendszerek esetén meg kell vizsgalni, hogy a listara
majd késébb keriils rendszerekkel kombinalva alkothatnak-e tjabb megoldast.
A listat kezdetben azok a rendszerek alkotjak, melyek az egyes nem-atomi do-
bozelemek atomszerkezetébdl allnak, majd a megfelels parok keresése soran
a kiilsg ciklus i = 1-t6l, a bels6 j = ¢ + 1-t6l fut a lista aktualis elemszamaig.
Ezért az algoritmus koltsége legrosszab esetben O(s?), ahol s az osztalyozési
rendszerek szama.

Fontos hangstulyozni, hogy a miiszaki gyakorlatban felmeriil§ osztalyozési
problémék esetén a dobozhald elemszama lényegesen kisebb a fogalmak sza-
méanal, igy a vizsgalt fiiggvények rovid id6 alatt eredményt szolgaltatnak (ezt
a 6. fejezetben fogjuk latni). Tl sok dobozelem esetén olyan nagyszamu is
lehet az osztalyozasi rendszerek halmaza, hogy az osztalyfelbontasi feladat
egyszeriien értelmét veszti. Az algoritmusok elemzésekor emlitett legrosszab
eset ugyanis azt a szituaciot irja le, amikor az objektumok tetszés szerint
csoportositasa is megoldast jelent, ami a valds feladatokban nyilvan nem for-
dulhat elé.
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4. Fogalomhal6 és dobozhal6 egyenldsége

A dobozelemek definiciéja szerint a dobozhalot a fogalomhaloé azon elemei
alkotjak, amelyek a fogalomhéld valamely osztalyozési rendszerének is ele-
mei. A dobozhal6 tehat azokbol a fogalmakbol all, amelyek a lehetséges
osztalyozasok elGallitasa szempontjabol 1ényegesek. Felmeriil a kérdés, hogy
lehetséges-e olyan eset, amikor a fogalomhaldé minden eleme lényeges, azaz
minden fogalom egyben dobozelem is. A kovetkezs, [42]-ben szerepld allitas
erre ad valaszt.

4.1. Allitas. Ha L egy teljes, atomisztikus hdld, akkor az L hdld és a 2 (L)
dobozhdlo megegyezik.

Bizonyitds. A bizonyitashoz azt kell észrevenntink, hogy Vo € L\ {0} esetén
az S, = {z}U{a atom L-ben | a A x = 0} rendszer az L halo egy osztélyozasi
rendszere, igy minden x € L elem egyuttal dobozelem is. O]

Az &llitas szerint, ha az # (G, M, I) fogalomhal6 atomisztikus, akkor meg-
egyezik a 2 (G, M, I) dobozhéaloval. A tovabbiakban a két halo egyenls-
ségére egy olyan sziikséges és elégséges feltételt adunk, amely fogalomha-
16 helyett a kontextus sajatossigait hasznalja. Az eredmény a kovetkezd
kérdés vizsgalatabol sziiletett: ha adott egy (G, M, I) kontextus, az ahhoz
tartozo F (G, M, 1) fogalomhdlo és a 2 (G, M, I) dobozhalo, akkor lehet-e
olyan (G, M*, I*) kontextust megadni, melyhez tartozé fogalomhalo izomorf
a 2 (G, M,I) dobozhaloval.

4.2. Megjegyzés. A 2.23. Allitas szerint tetszéleges véges V halohoz van olyan
kontextus, amelyhez tartozo fogalomhélo izomorf V-vel, tehat 2 (G, M, I)-
hez is létezik ilyen kontextus. Ez a kontextus azonban nagyon altaldnos,
objektumhalmaza a halé egyesités-irreducibilis elemeinek Osszessége. A fe-
jezet {6 eredményeként megmutatjuk, hogy az objektumhalmaz megvéltoz-
tatasa nélkiil is lehet olyan kontextust konstruélni, melynek fogalomhaldja

2 (G, M, I)-vel izomorf.

Legyen (G, M,I) egy kontextus és jelolje Iy a G halmaz legfinomabb
extenzio-particiojat. A 2.34. Tétel értelmében Iy a 2(G, M, I) dobozha-
16 atomjainak extenzi6ibol all. Jeldlje A, a Il extenzié-particionak azt a
blokkjat, amely a g € G elemet tartalmazza. A kévetkezs éllitasban az A,
halmazok segitségével jellemezziik a dobozelemek extenzidit.

4.3. Allitas. Legyen (G, M,I) egqy kontextus és E C G egy extenzid. A
kovetkezd hdarom dllitdas ekvivalens:

(i) E a 2(G, M, 1) dobozhdld valamely elemének az extenzidja,

(i) Vg € E esetén A, C E,

(iii) Yg ¢ E esetén A;,NE = (.
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4 FOGALOMHALO ES DOBOZHALO EGYENLOSEGE

Bizonyitds. (i) = (ii) Tegyiik fel, hogy (E, E') € 2(G,M,I) és g € E.
Az A, halmaz G legfinomabb osztalyozasanak g-t tartalmazo blokkja, ezért
a durvabb particiéban szereplé E halmaz sziikségképpen tartalmazza A,-t.
(i1) = (ii1) Tegyiik fel, hogy g ¢ E és A;NE # 0 Hay e A, N E, akkor
y € A, és ekkor g € A, masrészt y € E, de akkor (i7) miatt A, C E. Ebbdl
azonban g € F kovetkezik, ami ellentmondas.

(iii) = (i) Ha minden g ¢ E esetén A, N E = 0 teljesiil, akkor az
EU{A,|g¢ E} rendszer G egy extenzio-particidja, ami azt jelenti, hogy
E valamely dobozelem extenzioja a Z(G, M, I) haloban. O

4.4. Allitas. Dobozelemek extenzidinak metszete is dobozelem-extenzid.
Bizonyitds. Legyen {E; | j € J} dobozelemek extenzidinak egy rendszere. A

2.14. Allitas szerint a ) E; halmaz is egy extenzid, és tegytik fel, hogy egy ¢
jeJ

objektumra g ¢ (| E;. Akkor g ¢ E; valamely j € J esetén, igy A,NE; = 0 az
jedJ
el6z6 &llitas értelmében. Ekkor A, N () E; = (), amibdl, szintén a 4.3. Allitas
jed
alapjan az kovetkezik, hogy a () E; halmaz egy dobozelem-extenzio. O

jeT

Ratériink a 4.2. Megjegyzésben emlitett konstrukciora.

4.5. Allitas. Legyen (G, M, 1) egy tetszdleges kontextus, F (G, M, I) a hoz-
zdtartozo fogalomhdlo, 2 (G, M, 1) pedig a fogalomhdlé dobozhdldja. Ekkor
(1) van olyan (G, M*,I*) kontextus, amelyre F (G, M*,I*) = 9 (G, M, 1),
(ii) ha a p € M attribitumra (p',p") € 2 (G, M, 1), akkor van olyan q € M*,
amelyre ¢ = p'.

Bizonyitdas. A (G, M*, I*) kontextus konstrukcidja a kovetkezd: minden O-
tol és 1-t6l kiilonbozs (D, D') € 2 (G, M, I) dobozelem esetén képziink egy
m (D)-vel jelolt attributumot, amelyekkel pontosan azok a g € G objektu-
mok rendelkeznek, amelyekre g € D is teljesiil. Ezzel az el6irassal kapjuk a
(G, M*, I'*) kontextust, ahol M* = {m (D) | (D,D’) € 2 (G, M,I)}, a rela-
ci6 pedig I* = {(g,m (D)) | g € G,m (D) € M*,g € D}. Az F (G, M*,I*)
és a (G, M, I) halo izomorfidja abbol kovetkezik, hogy a két halo fogal-
mainak extenzioi megegyeznek. Ezt a kdvetkezGképpen lathatjuk be: legyen
E az F (G, M*,I*) fogalomhalo egy tetszdleges elemének extenzidja. Mi-
vel minden fogalom-extenzio elGall attributum-extenziok metszeteként, van
olyan {m (D;) | j € J} C M* attribatum-halmaz, hogy E = ) (m (D;))".
jed
Az m (D;) attribitumok definicidja alapjan (m (D;)) = Dy, igy E = () D;.
jed
Ebbél a 4.4. Allitas alkalmazasaval mar kovetkezik, hogy E a 2 (G, M,I)
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4 FOGALOMHALO ES DOBOZHALO EGYENLOSEGE

5. tablazat. A K* kontextus konstrukcidja és a K** kontextus

K’ AttribGtumok
m(D,) | M(D,) | M(Ds) | M(D,) | M(Ds) | M(Dg) | M(D;) | m(Dg) | M(Dg)
01 X X X
(7] X X X
X
8 03 X X X
2
é 04 X X X
8 95 X X X
Je X X X
g7 X X X
Js X X X

valamely elemének extenzioja.

Megforditva, ha D a 2 (G, M, I) halo egy elemének extenzidja, akkor az M*
halmaz m (D) tulajdonsagéval az (m (D))" = D azonossaghol az kovetkezik,
hogy D egy attributum-extenzié az .% (G, M*, I*) fogalomhal6ban, tehat az
F (G, M*, I*) halo egy fogalménak extenzidja.

Az (ii) allitdas bizonyitasadhoz legyen (p/,p") € 2(G,M,I), akkor a ¢ =
m (p') € M* attribiatumra ¢’ = (m (p')) = p’ teljesiil. O

4.6. Megjegyzés. a) Ha a 2 (G, M, I) dobozhal6 n elemet tartalmaz, akkor
a (G, M*, I*) kontextus attributumainak szama n — 2 (a legkisebb és legna-
gyobb dobozelemhez nem készitiink j attributumot). A kontextus méretének
csOkkentése érdekében érdemes elvégezni a kontextus oszlopredukciojat, az
igy kapott kontextusra is igaz az, hogy a hozza tartoz6 fogalomhaléd izomorf
2 (G, M, I)-vel. A korabbi fejezetekben szerepls K = (G, M, I') kontextushoz
a 2 (G, M,I) halo elemeinek ismeretében elGallitottuk a K* = (G, M*, I*)
kontextust, majd az ezen elvégzett oszlopredukcié a K** kontextust eredmé-
nyezte. Az 5. tablazat a K* és K** kontextust mutatja be, ez utobbit soté-
tebb oszlopok jelzik. A K** kontextushoz tartozé fogalomhalé megegyezik a
2 (G, M, I) dobozhaloval.

b) Az olyan p € M tulajdonsagokat, amelyekre p’ valamely dobozelemnek az
extenzioja, kitlintetett tulajdonsagoknak hivjuk. Az (i) allitasbol az is
kovetkezik, hogy az uj, M* attribuitumhalmaz az 0sszes kitiintetett tulajdon-
sagot tartalmazza, hiszen ha valamely p € M-re (p/,p) € 2 (G, M, I), akkor
van olyan ¢ € M*, amelyre ¢ = p/'.
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c) A dobozelemeken alapuld osztalyfelbontasi technika tovabbfejlesztésében
a kitlintetett tulajdonsagok vizsgélata meghatarozo jelentGségli. Egy oszta-
lyozasi feladat végrehajtasakor legtobbszor vannak olyan jellegt tulajdonsa-
gai az objektumoknak, amelyeket hangsilyosabban figyelembe kell venni az
osztalyok kialakitasakor, mig mas jellemz&k kevésbé fontosak. Példaul az al-
katrészgyartas teriiletén a gyartas minél hatékonyabb szervezése érdekében
az alkatrészeket elsGdlegesen a megmunkalasukhoz sziikséges gépek szerint
érdemes osztalyozni. A csoportositas lényeges szempontjait mar a kontex-
tus megadasakor is kiemelhetjiik a kdvetkez6 meghatarozassal: azt mondjuk,
hogy a (G, M, P, I) négyes egy kitintetett tulajdonsdgokkal jellemzett kontex-
tus, ha (G, M, I) egy kontextus, P C M attributumok egy nemiires halmaza
gy, hogy
gep = A, CpVvpeP

c stz

blokkot jeloli).

A (G, M*, I*) kontextust a kovetkez§ allitas bizonyitasédban is felhasznaljuk.

4.7. Allitas. Legyen (G, M,I) egy tetszileges kontewtus. F (G,M,I) =
P (G, M,I) akkor és csak akkor teljesiil, ha minden p € M-re (p/,p") €
2(G,M,I).

Bizonyitds. Tegyik fel, hogy 7 (G,M,I) = 2(G,M,I), és p € M egy
tetszoleges attributum. Ekkor p’ egy attributum-extenzio, azaz (p',p”) az
Z (G, M, I) fogalomhal6 egy eleme. Mivel . (G,M,I) = 2(G,M,I), a
(p',p") fogalom a dobozhalénak is eleme.

Megforditva, tegyiik fel, hogy minden p € M-re (p/,p") € (G, M,I) és
legyen (A, B) az F (G, M, I) fogalomhal6 egy eleme. Az A extenzié elgall
attributum-extenziok metszeteként, tehat A = ﬂp}, ahol p; € M,j € J.

jeJ
Legyen (G, M*, I*) az 4.5. Allitasban szerepl konstrukeié szerint létrehozott
kontextus, akkor az &llitds méasodik része alapjan M C M*. Ebbdl az ko-
vetkezik, hogy p’; minden j € J esetén attribitum-extenzio az & (G, M*, I*)
hiloban, igy A = [ p} egy fogalom-extenzi6 az . (G, M*, I*) hiloban, és
jed

a 4.5. Allitas szerint a 2 (G, M, I) haloban is. Tehat (A, B) € 2 (G, M, I),
amibdl .7 (G, M,I) C 2 (G, M, I) kovetkezik. Mivel a forditott tartalmazas
trivialis, belattuk a fogalomhal6 és a dobozhéld egyenlGségét. O]

A fejezet eredményeit foglalja Ossze az alabbi kévetkezmény, mely a 4.1. és
4.7. Allitas, valamint a kitiintetett tulajdonsagok fogalmanak felhasznalasaval
kénnyen belathato.
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4.8. Kovetkezmény. Legyen (G, M, 1) egy tetszdleges kontextus. Az aldbbi
dallitasok ekvivalensek:

(1) Az F (G, M, 1) fogalomhdlé és a 2 (G, M,I) dobozhdilé megegyezik.
(i1) Minden p € M tulajdonsdg kitiintetett.
(i) Az F (G, M, I) fogalomhdld atomisztikus.
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5. Részkontextus és bdvitett kontextus

A tovabbiakban arra keresiink valaszt, hogy egy (G, M, I) kontextus objek-
tumhalmazénak sztikitése illetve bévitése esetén az 1j kontextushoz tartozéd
dobozelemek milyen kapcsolatban allnak az eredeti kontextusbol szarmaztat-
hatdé dobozhéld elemeivel. Az objektumhalmaz moédositasakor az attribitu-
mok halmazat nem valtoztatjuk, igy a kontextus sziikitése bizonyos sorok
eltorlését jelenti a kontextust reprezentald tablazatbol, mig a kontextus bévi-
tése esetén 1) sorokat irunk a mar meglévékhoz. A kontextus bévitése esetén
csak az elemi bévitésekkel foglalkozunk, ebben az esetben egyetlen objektum-
mal egészitjlik ki a G halmazt. Ha a kontextust tobb objektummal bévitjiik,
egymas utani elemi bévitések elvégzése utan hatarozhatjuk meg az 4j kontex-
tushoz tartoz6 dobozelemeket.

Fontos megjegyezni, hogy a felvetett kérdéseket a dobozhélotol, osztalyozasi
halotol fliggetlenitve is vizsgalhatjuk. Ez a szemlélet jellemzi a [K1] publikéci-
6t, melyben Bernhard Ganter javaslatara az extenzid-particiokra koncentréalva
irtuk le a kontextus sztikitésének és bovitésének kdvetkezményeit. Bizonyitha-
t6, hogy tetszdleges (G, M, I') kontextus esetén a G halmaz extenzio-particioi
teljes halot alkotnak, igy az is igaz, hogy G legfinomabb osztalyozasa, Il
mindig létezik. Ha a kontextus sor-redukalt, akkor I, blokkjai megegyez-
nek a dobozhéld legfinomabb osztalyozési rendszerét alkotd fogalmak, az ato-
mok extenzidival. Annak érdekében, hogy a korabbi, halokra megfogalmazott
eredményeket alkalmazhassuk a bizonyitasokban, a fejezet tovabbi részében
kontextus alatt mindig sor-redukalt kontextust értiink.

5.1. Részkontextushoz tartozé extenzidé-particidok

Legyen K = (G, M, 1) egy kontextus és H C G objektumok egy halmaza.
Vezessiik be az Iy = I N (H x M) jelolést, és képezziikk a Ky = (H, M, Iy)
részkontextust. A félreértések elkeriilése végett a () operator helyett a tovab-
biakban az ()I illetve ()IH jelolést alkalmazzuk, attol fiiggden, hogy az eredeti
vagy a részkontextus alapjan keressiik egy objektumhalmaz kozos tulajdon-
sagait, vagy egy attributumhalmaz mindegyik tulajdonsagaval rendelkezd ob-
jektumok halmazat. Mivel a Ky részkontextust reprezentald tablazatot ugy
kapjuk, hogy toroljiik a K kontextus tablazatabol a G \ H halmaz objektu-
maihoz tartozoé sorokat, vilagos, hogy egy A C H halmaz esetén A'# = Al ¢és
B C M esetén B'" = BN H. Ezeket az Osszefiiggéseket a kovetkezd lemma,
bizonyitasaban is felhasznaljuk. Azt, hogy E C G az % (G, M, I) fogalomha-
16 egy elemének extenzidja, az egyszertibb fogalmazas érdekében tugy fogjuk
mondani, hogy F egy extenzi6 a (G, M, I) kontextusban.

5.1. Lemma. Ha E eqy extenzio a K kontextusban, akkor ENH egy extenzio
a Ky részkontextusban.
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Bizonyitds. Azt kell belatnunk, hogy (ENH)'"™" = ENH. Az ENH C
(E N H)"™™ relacio automatikusan teljesiil. A forditott tartalmazas igazo-
laséhoz induljunk ki az ET C (ENH) = (ENH)'™ &sszefiiggésbol, ami-
bol (ENH)'"' C EM kévetkezik. Mivel E egy extenzi6 a K kontextus-
ban, E'' = E, tehat (EN H)"™' C E. Az (En H)"™' halmazt felirhatjuk

I I
((EOH)IH) "o ((Eﬂ H)IH> N H alakban, amibdl az el6zGek alapjan

I
(En H)Hw = <(E N H)IH> NH C E N H kivetkezik. O

5.2. Allitas. Ha Il = {E; | j € J} a G halmaz egy extenzid-particidja, akkor
My ={E,NH|ENH#0, jeJ}
a H halmaz eqy extenzio-particidja.

Bizonyitds. Mivel az {E;|j € J} halmazrendszer G egy particidja, az
{E;NH|E;NH#0, j€ J} rendszer a H halmaz egy particioja. Az Ej
halmazok mindegyike egy extenzi6 a K kontextusban, igy az el6zd lemma
alapjan az F; N H, j € J halmazok extenziok a Ky kontextusban, tehat I1y
valoban extenzio-particioja a H halmaznak. O]

5.3. Megjegyzés. Ha Il = Il, tehat a G halmaz legfinomabb extenzio-

A

maz egy extenzio-particioja lesz, de nem feltétleniil a legfinomabb; a H hal-
maz legfinomabb extenzid-particidja, IIy(H) finomitja a I1y particiot.

5.4. Kovetkezmény. Ha FE a 9 (G, M,I) dobozhdld valamely elemének az
extenzidgja, akkor ENH a 9 (H, M, Iy) dobozhdlo valamely elemének az ex-
tenzidja.

Bizonyitds. Ha ENH = (), akkor ENH a 2 (H, M, I;) dobozh&lo 0 elemének,
a (0, M) fogalomnak az extenzioja. Ha ENH # (), akkor E sem lehet iires, igy
alapjan az EN H halmaz szerepel a H egy extenzi6-particidojaban, tehat ENH
a 2 (H,M,Iy) dobozhalo valamely elemének az extenzioja. O

Ha H C G, jeloljik A,(H)-val, illetve A,(G)-vel a H, illetve a G hal-
kovetkezd allitas a kitiintetett tulajdonsagokkal jellemzett kontextus részkon-
textusat irja le.

5.5. Allitas. Legyen (G, M, P, 1) egy kitiintetett tulajdonsdgokkal jellemzett
kontextus, és tegyiik fel, hogy (H,M,Iy) a (G, M,I) kontextus részkontex-
tusa. Akkor a (H, M, P,Iy) négyes szintén egy kitintetett tulajdonsagokkal
jellemzett kontextust ad meg.
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5 RESZKONTEXTUS ES BOVITETT KONTEXTUS

Bizonyitds. Azt kell igazolnunk, hogy barmely p € P attribitum esetén x €
pli-bol A,(H) C p'# kovetkezik. Legyen p € P, x € H és tegyiik fel, hogy
x € pln. Akkor x € p! is teljesiil, és igy A.(G) C p’, hiszen (G, M, P,I)
egy kitiintetett tulajdonsédgokkal jellemzett kontextus. Ebbsl A,(G) N H C
p! N H = plt kivetkezik. Az 5.3. Megjegyzés értelmében a IlIy(H) particio
finomabb, mint a [l partici6 H-ra valo lesztkitése, igy A,(H) C A,(G) N
H. Tehat A,(H) C p'#, ami azt jelenti, hogy (H, M, P, Iy) egy kitiintetett
tulajdonsagokkal jellemzett kontextus. O]

5.2. A kontextus elemi bdvitése

Az el6z6 alfejezetben azt vizsgéaltuk, hogy a kontextus objektumrészének le-
szikitésével kapott részkontextus esetén az eredeti kontextusbol szérmazoéd
informéaciok hogyan hasznalhatoak fel az 4j kontextushoz tartozo struktiarik
meghatarozasakor. Altalanos tapasztalatként az adodott, hogy az eredeti
kontextus alapjan meghatarozott extenziok, dobozelem-extenziok, extenzio-
particiok oroklédnek, és az Orokitést egyszertien a megfelels objektumhalma-
zok lesziikitésével valosithatjuk meg. Bonyolultabb, és a gyakorlat szempont-
jabol fontosabb kérdés, hogy a kontextus bévitésével adodo 1j helyzetben a
sziikebb kontextus esetén mar meghatarozott ismereteket mennyire hatéko-
nyan tudjuk felhasznalni. A tovabbiakban a kontextus elemi bévitésével fog-
lalkozunk, ezen az objektumhalmaz egy elemmel vald bévitését értjiik, mely
1j elem ugyanabbol az attribitumhalmazboél rendelkezhet bizonyos tulajdon-
sdgokkal, mint az eredeti objektumok.

5.6. Allitas. Legyen H = G\ {2z} és E a 2 (G, M,I) dobozhdlé valamely
elemének az extenzioja. Fkkor a kévetkezd két dllitds egyike biztosan teljestil:
(i) E a 9 (H,M,Iy) dobozhdlo egy elemének az extenzidja és ENA,(G) = 0.
(i) E\{z} a 2 (H, M, Iy) dobozhdlo egy elemének az extenzidja.

Bizonyitds. Az 5.4. Kovetkezmény szerint az £ N H halmaz a 2 (H, M, Iy)
dobozhalo6 egy elemének az extenzidja, igy elegendd bizonyitani, hogy az els6
esetben E, a masodikban pedig E \ {z} megegyezik az F' N H halmazzal.

(i) Ha ENA,(G) =0, akkor EN{z} =0 ésigy £ C H, tehat E = EN H.
(1) Ha ENA,(G) # 0, akkor E\ {z} = ENH. O

A kovetkezd allitas a z elemmel vald bévités utan irja le az objektumhal-

T sz

5.7. Allitas. Ho H = G\ {2}, akkor G legfinomabb extenzid-particidja az
A, (G) halmazbdl és H legfinomabb extenzid-particicjanak A, (G)-tdl diszjunkt
blokkjaibol dll, azaz

HO = AZ(G) U {Ah(H) ‘ h € H\AZ(G)}
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5 RESZKONTEXTUS ES BOVITETT KONTEXTUS

Bizonyitds. A IIy halmazrendszer lefedi a G halmazt, hiszen z-t (és esetleg
a H egy részét) lefedi az A,(G) halmaz, a H \ A,(G) maradék részt pedig
lefedik az Ay (H) halmazok. Az A,(H) halmazok paronként diszjunktak is
definiciojukbol adodoan, azt kell még latnunk, hogy barmely h € H \ A,(G)
esetén A,(G) N A, (H) = 0 is teljesiil. Tegyiik fel, hogy h € H \ A,(G) és
y € A.(G) N Ay(H). Ekkor y € A,(G), amibsl A,(G) = A,(G) kévetkezik,
és y € Ap(H), ami azt jelenti, hogy h € A,(H). A 5.3. Megjegyzés alap-
jan A,(H) € A)(G), igy h € A,(H) C A,(G) = A,(G)), ami ellentmond a
h € H\ A,(G) feltételnek. Il tehat egy particioja a G halmaznak, meg kell
mutatnunk, hogy minden egyes blokk egy extenzié is a (G M, I ) hez tartozé
a tobbi blokk esetében az (A,(H)) = An(H) egyenléséget kell 1gazolnunk
minden h € H \ A,(G) esetén. Legyen h € H \ A,(G) egy tetszdleges objek-
tum. Ekkor h ¢ A.(G), és a 4.3. Allitas szerint A,(G) N Ax(G) = 0, hiszen
A.(G) egy dobozelem extenzidja a 2 (G, M, 1) haloban Ebbdsl Ah(G) CH
kovetkezik. Masrészt A, (H) C Ap(G), igy (An(H )) C (An(G)" = Au(@),
azaz (An(H))" C H is igaz. Ebbél pedig (A,(H))"" = A,(H) kovetkezik az
alabbi gondolatmenet alapjan:

(An(H —{x€G|(xm)GI‘v’m€ (An(H }_
= {x € H|(x,m)e€lyVme (Ah(H))’} = An(H).

Az utolso egyenlGség azért all fenn, mert A, (H) egy extenzio a % (H, M, Iy)
fogalomhaloban.

Azt kell még belatnunk, hogy Iy a G halmaz legfinomabb extenzio-particioja.
Képezziik a

IT' ={Ay(G) | g € G} = A(G) U{An(G) [ h e H\ A.(G)}

particiot, mely az A,(G) halmazok definicidja miatt a legfinomabb extenzio-
particioja a G halmaznak. Ha h € H \ A.(G), akkor A,(H) a (G, M,I)
kontextus szerint is egy h-t tartalmazo extenzio, ezért A, (G) C Ap(H). Mas-
részt, mivel H a G halmaz lesziikitése, A,(H) C An(G). Belattuk, hogy
Ap(H) = Ap(G) minden h € H \ A.(G) esetén, igy a Il és II particiok meg-
egyeznek, tehat valoban IIy a G halmaz legfinomabb extenzié-particidja. [

A Iy extenzid-particio elGallitdsahoz a 3.1. Algoritmust hasznaljuk,
de nincs arra sziikség, hogy az eljarast az objektumok szintjérsl kezdjiik.
Az algoritmus elsé lépésében kihasznéljuk hogy a H halmaz legﬁnomabb
az 1j elemet beillesztenlink, vagy ha ez nem lehetséges, 1j osztalyt kell
létrehozni szamara.
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5 RESZKONTEXTUS ES BOVITETT KONTEXTUS

5.8. Algoritmus (Atom-extenziok meghatarozasa elemi bdgvités
utan).

Legyen ITy = II,(H) U {z}"'

amig van olyan X #Y € Iy, amelyre X NY # ()
addig Iy -t bévitsd az (X U Y)H halmazzal
és Iy -bol torold az X ésY halmazt.

A kovetkezs allitas szerint a Il particioban a {z} halmaz pontosan akkor
alkot 6nallo blokkot, ha a ({2}, {z})") fogalom a dobozhal6 egy eleme.

5.9. Allitas. ({z},{z}) € 2(G,M,I) < A.(G) = {z}.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy ({z},{z})") a dobozhalo egy eleme. A 4.3.
Allitas miatt A.(G) C {z}. A forditott tartalmazas A.(G) definicioja-
bol kovetkezik, igy A.(G) = {z}. Megforditva, ha A,(G) = {z}, akkor
{z},{z}) = {A.(G)},{A.(G)}), ami a dobozhalé egy eleme, hiszen A, (G)
a legfinomabb extenzi6-particié egy blokkja. O]

Az allitasban szerepls kérdésre 5.13.-ban még visszatériink, a gyakorlatban
jobban alkalmazhato feltételelt megfogalmazva az A,(G) = {z} egyenlGségre.
Ennek elgkészitésére bevezetiink egy 1j fogalmat.

5.10. Definici6é. Azt mondjuk, hogy a P C H = G \ {2z} objektumhalmaz a
z € G objektum egy premisszaja, ha z € P!, Vezessiik be a PY jelolést a
IIh(H) particié azon blokkjainak az unidjara, amelyek z-nek premisszai, azaz
legyen

PY:=U{B € llh(H) |z e B"}.

Vegyiik észre, hogy ha E a (H, M, Iy) kontextus egy fogalméanak az ex-
tenzidja, akkor vagy premisszaja z-nek, vagy egy olyan fogalomnak az ex-
tenzidja, ami a (G, M, I) kontextushoz tartozik, hiszen ha 2z ¢ E'I akkor
E=FElln — glin H = BI1.

5.11. Tétel. A z elemet tartalmazé E C G halmaz pontosan akkor extenzidja
a P(G,M,I) dobozhdlé eqy elemének, ha teljesiilnek az aldbbi feltételek:

(1) B = F,
(2) E\{z} a (H,M,Iy) kontextus eqy dobozelemének az extenzidja,

(3) E a Ily(H) particio minden olyan blokkjdt tartalmazza, ami z-nek pre-
misszaja.
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5 RESZKONTEXTUS ES BOVITETT KONTEXTUS

Bizonyitds. Legyen E a (G, M,I) kontextus egy dobozelemének az exten-
zi6ja. Akkor (1) nyilvan teljesiil és alkalmazva az 5.6. Allitast a (2) feltételt
is rogton megkapjuk. Tegyiik fel most, hogy valamely B € IIy(H)-ra z € B!
teljesiil.  Mivel IIy(H) < Iy, ezért B részhalmaza a Il partici6 valamely
A € Iy blokkjéanak. De akkor z € BIf C Al = A igy A = A,(G). Mivel az
E halmaz elsall ugy, mint 71, valamely blokkjainak az unidja, és mivel z € F,
ezért A,(G) C E, amibsl B! C E is kovetkezik. Igy a (3) feltétel is teljesil.
Forditva, tegytik fel hogy az F halmazra teljesiilnek az (1), (2) és (3) feltételek.
Akkor G\ E C H ésigy G\ E = H\ (E'\{z}). Mivel a (2) feltétel értelmében
az E'\ {z} halmaz a [I(H) particié valamely blokkjainak az unitja, ezért a
G\ E = H\ (E\ {z}) halmaz is valamely By, € II)(H), k € K (K # 0)
blokkoknak az uni6ja. A (3) feltétel miatt 2 ¢ B{!, k € K, igy Bi! C H
minden k£ € K-ra teljesiil. Mivel minden By, £ € K halmaz extenzié a
(H, M, Iy) kontextusban, ezért By = B,ﬁHIH = BINH =B keK,
vagyis minden By, k € K a (G, M, I) kontextusban is extenzi6. Igy a G =
EU(G\E) = EU{By | k € K} és az B!l = E Osszefiiggések alapjan
II ={E}yU{By | k € K} a (G, M, I) kontextus egy extenzio-particioja. De
akkor az (E, ET) fogalom a 2(G, M, I) dobozhal6 egy eleme, E pedig ennek
a dobozelemnek az extenzidja. O

5.12. Kovetkezmény. Az E = A.(G) halmaz az a legkisebb extenzid a
(G, M, I) kontextusban, amelyre eqyszerre teljesil a {z}UPY C E dsszefiiggés
és az, hogy E\ {z} a 2(H, M, Iy) dobozhdlo egy elemének az extenzidja.

5.13. Kovetkezmény. A {z} halmaz pontosan akkor extenzidja a
D(G, M, I) dobozhdld egy elemének, ha {z}T = {z} és PY = (.

Bizonyitds. Ha E = {z} a (G, M, I) dobozhal6 egy elemének az extenzidja,
akkor {2} = {2}, {2} = A.(G) és PY C H miatt 5.12.-bsl PY C F\{z} =0,
vagyis PY = ) kovetkezik. Forditva, ha E = {2} = {z}!! akkor az E\{z} =0
halmaz a Z(H, M, I) dobozhalo (0, M) dobozelemének az extenzidja, és
mivel PY = (), az 5.11. Tétel mindharom feltétele teljesiil. Igy E = {z} a
P(G, M, I) dobozhalo egy elemének az extenzidja. O

A kovetkezd tétel azt irja le, hogy egy & (H, M, Iy)-beli dobozelem ex-
tenzioja (vagy annak z-vel valo kiegészitése) milyen feltételek mellett lesz
dobozelem-extenzié a & (G, M, I) haloban.

5.14. Tétel. Legyen H = G\ {z} és A a Z (H, M, Iy) dobozhdls valamely
elemének extenzioja. Akkor

(i) A a 2 (G, M,I) dobozhdld egy elemének extenzidja < A,(G)N AT = 0.
(11) AU{z} a 2 (G, M, I) dobozhdlo egy elemének extenzidja < A,(G)NH C
Aés (Au{z})T=Au{z}.
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5 RESZKONTEXTUS ES BOVITETT KONTEXTUS

Bizonyitds. (i) Tegyiik fel, hogy (A, A') € 2 (G, M,I). Ekkor Al = A, és
A C H miatt az A halmaz a [ partici6 A,(G)-t8] diszjunkt blokkjainak
unidjaként frhato fel, tehat A.(G) N A = A,(G) N A = (. Megforditva,
ha A.(G) N A = (), akkor AT C H, amibél az 5.7. Allitas bizonyitasaban
szereplé gondolatmenet alapjan A/l = A kovetkezik. Tehat A egy extenzié a
(G, M, I) kontextus alapjan is. Legyen = € A egy tetsz6leges objektum. Mivel
A (G)NA=0,z e H\ A,(G), igy ismét az emlitett bizonyitasra hivatkozva
A (G) = A,(H). Az A,(H) alegsziikebb x-et tartalmazé dobozelem-extenzio
a (H, M, I'y) kontextusban, igy A,(H) C A, de akkor A,(G) C A is teljestl,
ami a 4.3. Allitas szerint azt jelenti, hogy A a 2 (G, M, I) dobozhalé valamely
elemének az extenzidja.

(11) Tegyiik fel, hogy AU{z} a Z (G, M, I') dobozhal6 egy elemének extenzidja.
Akkor (AU {z})" = AU {z} automatikusan teljesiil, és az A U {z} extenzi6
tartalmazza a minimélis A, (G) extenziot. Igy A.(G)NH C (AU{z})NH =
ANH = A. A forditott allitas igazolasdhoz elGszor vegytik észre, hogy minden
r € Aesetén A, (H) C A, mert A egy dobozelem-extenzié a 2 (H, M, Iy)
haloban. Ezutan végezziik el az A U {z} halmaz kovetkezs atalakitasait:

AU{z} = (A\ A:(G)) UAL(G) C U{AL(H) [z € A\ A(G)} U AL(G) C
CAUA(G)=AU{z}U(A(G)NH)CAU{z}UA=AU{z}.

Azt kaptuk, hogy AU{z} = U{A,(H) | x € A\ A.(G)}UA,(G), ahol a jobb-
oldali uniéban szereplé halmazok mindegyike a [l particié valamely blokkja
az 5.7. Allitas szerint. A 3.2. Definiciéban bevezetett atomszerkezet fogalmat
hasznalva ezt gy is fogalmazhatjuk, hogy az A U {z} halmaz megegyezik az
atomszerkezetébe tartozo atomok extenzidjanak uniojaval. Mivel AU{z} va-
lamely fogalom extenzi6ja is az (AU{z})"T = AU{z} feltételbdl kivetkezden,
igy a 3.4. Tételt alkalmazva kapjuk, hogy AU{z} egyben dobozelem-extenzio
is. O]

Felmeriil a kérdés, hogy a 2 (G, M, I) dobozhalo Gsszes elemének exten-
ziojat megkaphatjuk-e a 7 (H, M, Iy) halo elemeinek ismeretében az el6z6
tételben megadott lehetéségek szerint. A kérdésre az 5.6. Allitasban mar
pozitiv valaszt adtunk, megmutatva, hogy ha E egy dobozelem extenzidja
2 (G, M, I) haloban, akkor vagy a sziikebb kontextus alapjan is extenzio-
ja valamelyik dobozelemnek, vagy F = B U {z} alakban kaphato meg a
9 (H, M, Iy) halo egy (B, B'#) dobozelemébdl.

A fenti eredmények lehetévé teszik, hogy a kontextus elemi bévitése soran
az eredeti kontextusbol szarmaz6 dobozelemek ismeretében meghatarozzuk a
bévitett kontextushoz tartozo Gsszes dobozelemet. (Pontosabban a dobozele-
mek extenzioit, de azokbol a dobozelemek egyértelmiien szarmaztathatoak.)
Legyen H = G \ {z} és jelolje DH azt a halmazt, amely a 2(H, M, Iy)
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dobozhéld elemeinek extenziobol all, DG pedig legyen ugyanez a halmaz a
P(G, M, I) dobozhald esetén. A bévitett kontextushoz tartozo dobozelemek
extenzioit meghatéarozo algoritmus a D H halmaz elemein kiviil az A = A,(G)
extenziot hasznélja fel.

5.15. Algoritmus (Dobozelem-extenziék meghatarozasa elemi bgvi-
tés utan).

Legyen DG = {A}
minden € DH esetén
ha BN A =1 akkor DG «— DG U{E}
ha ANH C E akkor B — E U {z}
ha B = B akkor DG +— DG U {B}.

Vegyiik észre, hogy az algoritmus tobbszori alkalmazasaval egy kezdeti, ki-
sebb objektumszami kontextusbol kiindulva nagyméreti kontextusok doboz-
héalojanak elemeit is elGallithatjuk, gy, hogy a kontextus objektumhalmazét
egyesével bovitjik. Ez a modszer egy hasznos alternativajat jelenti a 3. fe-
jezetben bemutatott, dobozelemeket meghatarozé algoritmusnak, melyben a
kontextussal egyiitt az objektumok szama is rogzitett.
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6. Alkalmazasok

A dolgozat eredményei a Miskolci Egyetem Alkalmazott Informatikai Tanszé-
kének termelésinformatikai téméaju projektjeiben kozvetleniil hasznosithato-
ak. Ebben a fejezetben az el6z&ekben ismertetett elméleti eredmények alkal-
mazéasat mutatjuk be a tanszék kutatési profiljaba illeszkedd, csoporttechno-
logiai jellegti feladatokon keresztiil. A csoporttechnolégia a diszkrét termelési
folyamatok soran alkalmazott klasszikus tervezési modszer, melynek {6 célja
a kiilonbo6z6 alkatrészek, gépek, gyartasi folyamatok kozotti hasonloségok fel-
ismerése, és az igy szerzett tudés hasznositasa. A csoporttechnologia elveinek
jol atgondolt alkalmazasa szamos elénnyel jar: a termelés iranyitésa egysze-
riibbé valik, a specializalodott munkahelyek révén magasabb termelékenységi
szinvonal érhetd el, a szerszamozas és késziilékezés koltségei csokkennek, az
anyagmozgatasi tavolsdgok rovidiilnek. Kozelebb jutunk a konstrukcios terve-
el, aminek hatasara az atfutasi idék lerévidithetSek [54].

A korabbi fejezetekben ismertetett elméleti eredmények hasznosithatosa-
gat két jellegzetes, egymassal is szoros kapcsolatban allo csoporttechnologiai
feladat esetén vizsgaljuk meg.

6.1. Alkatrészek osztalyozasa

Az alkatrészek, munkadarabok osztalyozasa soran nemcsak egyszertien parti-
cionaljuk az alkatrészhalmazt, hanem egyuttal az is a célunk, hogy alkatrész-
csaladok hierarchikus rendszerét hozzuk létre. Az egyes csaladokba tartozo
alkatrészeket ugy vélogatjuk Ossze, hogy azok hasonlé geometriai-fizikai jel-
Az alkatrészcsaladok strukturalasakor el@szor csak durva kategorizalast vég-
ziink, kevés kozos tulajdonsaggal is egy csaladba sorolva alkatrészeket, majd
ezt a felbontast finomitjuk, mindaddig, mig olyan csoportokat nem nyeriink,
melyeknek elemei ugyanazon berendezésekkel és kozelitéleg azonos felszer-
szamozassal gyarthatoak. A legsziikebb osztalyok elemei kozott csak csekély
kiilonbségek vannak, melyek a megmunkalas soran csak bizonyos paraméterek
kismértékd megvaltoztatasat igénylik (pl. forgacsolasi hossz novelése, kisebb
atmeérdsji homlokmar6 alkalmazésa).

A kovetkezd példaban az alkatrészesaladok kialakitasat a 3. fejezetben is-
mertetett, dobozhélon alapuld osztalyfelbontasi technikaval végezziik. Adot-
tak a 4. abran lathato, forgastest jellegii alkatrészek, melyek azonos anyagbol
késziilnek és befoglaldo méreteik is megegyeznek, megmunkalasi igénytiiket te-
kintve azonban eltérnek egymastol. (A 4. és a kés6bbi, 6. dbran lathato
alkatrészek rajzai Vadéasz Dénes kandidatusi értekezésébdl szarmaznak [57].)
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4. abra. Osztalyozando alkatrészek

Az alkatrészek jellemzésére az alabbi attributumokat hasznaljuk:
a) atfart
b) nem atfart
¢) beliilrél lépesézott egy iranybol
d) beliilrsl 1épes6zott mindkét iranybol
e) beliilr6l nem lépcsézott
f) kiviilrsl 1épesézott egy irdanybol
g) kiviilrdl 1épes6zott mindkét irdnybol.

Megadva az egyes alkatrészek tulajdonsigait, az eredményt egy formalis kon-
textusban abrazolhatjuk (6. tablazat).
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(2,35,8,9,10,12,13 }
{a}

(35,7,11,12 }

{146,711}

{1,4,6,10,13 }

{2,8,9} {3,5,12}
{ad} {ac}

5. abra. Dobozhal6 alkatrészek osztalyozasahoz

6. tablazat. Kontextus alkatrészek osztélyozésahoz

. Jalblcld]e[f]g]
1 X X
2 | x X
3 || X X
4 X X | X
5 | x X X
6 X X X
7 X | X
8 || x X X
9 || x X X
10 || % X X
11 X | X X
12 || x X X
13 | % X

A 3. fejezetben ismertetett modon kiszamitva a kontextushoz tartozo dobo-
zelemeket, az 5. abréan lathatdé dobozhalot kapjuk. Minden egyes téglalap
egy-egy nem-trivialis dobozelemet jelol, a téglalapon beliil az els6 sorban a

dobozelem extenzidjat, a mésodik sorban az intenzidjat tiintettiik fel.

A dobozelemek megfelel§ csoportositasaval nyerjik az osztalyozasi rend-
szereket, minden egyes osztalyozasi rendszer egy extenzid-particiot indukal
az alkatrészek halmazan. A legfinomabb extenzié-particié a dobozatomok
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extenzi6ibol all:
HU = {{17 47 6}7 {27 87 9}7 {77 11}7 {37 57 12}7 {107 13}} :

A kovetkezs extenzié-particiok olyan osztalyozasi rendszerekhez tartoznak,
melyek egy kivételével atomokbol allnak:

I, ={{2,3,5,8,9,10,12,13},{1,4,6},{7,11}}

I3 = {{1,4,6,10,13},{2,8,9},{7, 11}, {3,5,12} }
I, = {{1,4,6,7,11},{2,8,9},{3,5,12},{10,13} }
s = {{3,5,7,11,12},{1,4,6},{2,8,9},{10, 13} } .

A fentieken kiviil még két felbontast hataroz meg a dobozhéld, melyek tech-
nologiai szempontbol nagyon értékes informaciot hordoznak:

I = {{(2,3,5,8,9,10,12,13},{1,4,6,7,11}}
I, = {{3,5,7,11,12},{2,8,9},{1,4,6, 10,13} } .

A Tl extenzio-particié aszerint valasztja szét az alkatrészeket, hogy &t
vannak-e furva teljesen, vagy sem (a vagy b tulajdonsag). II; esetében a
harom csoport a bels6 1épcsszottség alapjan alakult ki (¢, d vagy e tulaj-
donsag). Megfigyelhetjiik, hogy a dobozhélo elemeinek intenzi6i az f és g
attributumokat nem tartalmazzak, ami azt jelenti, hogy az alkatrészek kiilsG
lépes6zottsége nem lényeges szempont az osztalyok kialakitasa soran.

A tovabbiakban az 5. fejezet eredményeit hasznalva megvizsgaljuk a kon-
textus elemi bévitésének hatésat a dobozhéld szerkezetére, gy, hogy a 6.
abran lathato alkatrészeket illesztjiik egymaéas utan a kontextus objektumhal-
mazaba.

16

18

6. abra. Uj, besorolando alkatrészek
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Minden 14j objektum esetén el6szor azt kell meghatarozni, hogy a bévitéssel
kapott dobozhalé mely atomjanak extenzidjaba illeszthets az adott alkatrész
(ha van ilyen). Példaul a 14-es jelii alkatrész besorolhat6 egy méar létezs atom
extenziojaba (hiszen a 7-es és 11-es alkatrészhez hasonléan ez az 1j elem sincs
atfurva és beliilrdl egy iranybol 1épces6zott), mig a 15-6s jeli alkatrész egyik
atom extenzidjaba sem illeszthetd be, ezért szaméara 1j blokkot kell 1étrehozni
a legfinomabb extenzio-particioban. A kévetkezd 1épés a bévitéssel kapott do-
bozhal6 elemeinek elGallitasa. Ehhez az 5.15. Algoritmust hasznéljuk, mely
az 1j alkatrészt tartalmazo atom-extenzié és a kordbbi dobozelemek kapcso-
lata alapjan megadja az 0j dobozelemeket. Ha a kontextust egymés utan
mind az 6t alkatrésszel bovitjiik, végiil a 7. 4bran lathaté dobozhalot kapjuk.
A halo szembetling szabalyossdga annak koszonhetd, hogy a vizsgélt 18 al-
katrésszel minden olyan objektumot megadtunk, mely az adott attribitumok
mellett a kontextusban szerepelhet.

{2,3,5,8,9,10,12,13,16 } {1,4,6,7,11,14,15,17,18 }

{a} {b}
{2,8,9,15,17,18} |[{3,5,7,11,12,14} | [ {1,4,6,10,13,16 }
{d} {c} {e}
{2,891} {3,512} {10,13,16 } {15,17,18 } {7,11,14} {1,4,6}
{ad} {a,c} {ae} {b,d} {b,c} {b,e}

7. Abra. Dobozhalo a bavitett kontextushoz

Végiil megvizsgaljuk a 4. fejezetben bevezetett kitiintetett tulajdonsidgok
szerepét az osztalyfelbontasok létrehozasdban. A 4.6. Megjegyzés b) pontja
értelmében azok a p tulajdonsagok kitiintetettek, melyekre p’ valamely do-
bozelemnek az extenzidja. A 7. dbran lathaté dobozelemek koziil 5 olyan
van, melynek egyetlen attributumbol all az intenzidja, tehat az a,b,c,d, e
attributumok mindegyike egy-egy kitiintetett tulajdonsag. Az osztélyfelbon-
tasok szempontjabol csak ezek a tulajdonsagok lényegesek, ahogy azt mar a
szikebb, 13 alkatrészbdl all6 halmaz extenzio-particidinak megadasakor meg-
figyeltilk. Ha a teljes, 18 x 7T-es méretii K kontextusra végrehajtjuk a 4.
fejezetben leirt konstrukciot, eredményiil egy olyan K** kontextust kapunk,
melyben a 18 alkatrészt csak az emlitett 5 tulajdonsag jellemzi. A K** kon-
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textushoz ugyanaz a dobozhal6 tartozik, mint az eredetihez, tehat az alkat-
részhalmaz keresett felbontasai egy attribitum-oldalrol redukalt kontextusbol
kiindulva is meghatarozhatoak. Az osztalyfelbontas szempontjabol lényeges
tulajdonsagok ismerete és a kontextus redukcidjanak lehetésége kiilonosen
fontos lehet az olyan esetekben, amikor az objektumok jellemzésére nagysza-
mu attributumot hasznalunk.

6.2. Gyartocellak kialakitasa

Az alkatrészcsaladok meghatarozasa mellett a csoporttechnologia mésik alap-
probléméja az egyes csalddok elemeit megmunkald gépek csoportjainak kije-
16lése, azaz a gyartocellak megtervezésének, kialakitdsanak feladata. Ez a
feladat végezhet§ az alkatrészcsaladok beazonositdsa utan, de gyakran egyi-
dejtileg hatarozzuk meg a hasonld technologiaval késziil6 alkatrészek oszta-
lyait és az egyes osztélyok elemeit megmunkalé gépek csoportjait. A {6 cél
a gépek és az alkatrészek halmazanak olyan felbontasa, hogy az alkatrészek
cellak kozotti mozgatasa miniméalis mértéki legyen és az egyes celldkon beliil
a gépeket a lehets legjobban kihasznaljuk.

6.2.1. A feladat modellezése gép-alkatrész incidencia matrixszal

A gyartocellak kialakitasanak folyamata a legtobb megoldési modszer ese-
tében a gép-alkatrész incidencia matrixbol indul ki. Ha a vizsgélt gyarto-
rendszerben n darab gépen k darab alkatrész megmunkalasa folyik, akkor
viszonyukat az n x k tipust, A = [a;;] incidencia matrix segitségével irjuk le,
ahol

ha az i-dik gép megmunkalja a j-dik alkatrészt,
Gij = R
0  egyébként.

A kovetkez6 példaban szerepld incidencia matrix 7 gép és 8 alkatrész vi-
szonyat szemlélteti. A jelolés egyszertisitése érdekében a gépek azonositaséara
szamokat hasznélunk, az alkatrészeket pedig kisbettikkel jeloljiik.

Alkatrészek

a b cde f g h
10110100 0]

G2 (1000O01O00

¢ 3100010010

p 4110000100

e 5100101001

k 6 {00O0T1O0O0O0TO
7101101001,
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A sorok és oszlopok alkalmas atrendezésével egy olyan méatrixot nyerhetiink
melyben hérom, egyméstol jol elkiilonithetd részmatrix jeloli ki a gépek és
alkatrészek keresett csoportjait:

Alkatrészek

b ce h a f dg
11110000 0]
G5[01110000
¢ 7111110000
p 2100001100
e 4100001100
k 3[100O0O0O0O0T1T1
6 {00O0O0O0CO0T1TO0 ]

Az atrendezés utan kapott matrixbol a kovetkezd megoldast olvashatjuk
le: az {1,5,7} jeld gépekbsl &llo gyartocella munkalja meg a {b,c, e, h} al-
katrészekbdl allo csaladot, a {2,4} gyartocella gépei dolgoznak az {a, f} al-
katrészcsalad elemein, mig a {3,6} gyartocellahoz a {d, g} alkatrészhalmaz
tartozik. A valdsagban &ltalaban nem ilyen egyszerd a feladat megoldasa,
hiszen joval nagyobb méretd métrixok reprezentaljak a gyartasi rendszereket,
igy nem konnyt hatékony algoritmust talalni a sorok és oszlopok alkalmas
atrendezésére. Masrészt a diszjunkt részmatrixokra val6é szeparalhatosag is
csak idealis esetben fordul els, a gyakorlati példék majd mindegyikében ta-
lalkozunk a sziik keresztmetszetek problémajaval. Sziik keresztmetszet kétfé-
leképpen is adodhat: az egyik esetben van olyan alkatrész, melyet kiilonbo6zé
gyartocellakba tartozo gépeknek is meg kell munkéalniuk (bottleneck part),
vagy van olyan gép, mely tobb alkatrészcsalad elemein is dolgozik (bottle-
neck machine). Az els6 esetben a sziik keresztmetszet feloldésa ugy torténik,
hogy a kérdéses alkatrészt atszallitjuk a tovabbi megmunkaladsat végzs gyar-
tocellaba, vagy modosithatjuk tgy az adott alkatrész terveit, hogy funkcioit
megtartva gyartasa beilleszthetd legyen egy mar létezé cellaba. Ha ez nem
lehetséges, az alkatrész mozgatéasa pedig koltséges, akkor végss esetben gyar-
tasat alvallalkozora is bizhatjuk. Ha valamelyik gép miatt 1ép fel sziik ke-
resztmetszet, meg kell fontolni egy masik, ugyanolyan gép beszerzését, hogy
elérhessiik a cellak fiiggetlenségét, vagy ki kell alakitanunk egy olyan optiméa-
lis elrendezést, melyben az érintett alkatrészcsaladok egyarant hasznalhatjak
a kérdéses gépet.

A gyartocellak és alkatrészesaladok meghatarozéasara alkalmas modszerek
gyakran egymastol kiilonb6z6 megoldasokra vezetnek. A feladat optimélis
megoldésa csak egyes specidlis esetekben értelmezhets egyértelmien, példaul,
ha minden egyes alkatrészt csak a csaladjahoz rendelt cella gépei munkalnak
meg, de azok kozill mindegyik részt vesz a megmunkalasban. Altalaban a
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megoldasok mindségét egy vagy tobb mutato értéke alapjan értékeljiik, igy
az adott mutatokban figyelembe vett szempontok alapjan beszélhetiink csak a
megoldas optimalitasarol. Ha a gépek és alkatrészek Osszetartozo csoportjait
meghataroztuk, a megoldas mingsitésére a legtobb mutaté az alabbi paramé-
tereket veszi figyelembe:

ni: a miveletek szdma (azaz az 1-esek szdma az incidencia matrixban),

no: kihasznalatlan gépek szama (azaz a 0-k szama a kialakitott csoportoknak
megfelel§ részmétrixokon beliil),

ng: kivételes alkatrészek szama (azaz az l-esek szama a kialakitott csopor-
toknak megfelel§ részmatrixokon kiviil).

A megoldasok mindségének legegyszertbb jellemzését a kivételes alkatré-
szek aranya adja:
Q="k
n1
A gépek kihasznaltsaganak mértékét fejezi ki az

ng—nmn
kapk

tort, ahol m; a gépek, pp az alkatrészek szdma a k-dik csoportban, és az
Osszegzést az Gsszes csoportra el kell végezni [9]. Az irodalomban tovabbi mé-
részamok alkalmazasara is talalunk példat: grouping efficiency [7], grouping
index (48], grouping capability index [47]. A leggyakrabban és legéaltalano-
sabban hasznalt mutatdé a megoldésok értékelésére a csoportképzési hatdsfok
(grouping efficacy), melyet Kumar és Chandrasekharan vezetett be [32]-ben
a kovetkezd képlettel:
no+mng  Nnyp— Ny

ng + N1 ni + no

A tovabbiakban a I' valtozo értéke alapjan valasztjuk ki a feladat megol-
dasai koziil a ,legjobbat”. A fejezet elején szerepld példaban ny = 17, ng = 3,
n, = 0, igy a csoportképzési hatasfok: I' = é—g. Idealis esetben kihasznalat-
lan gépek és kivételes alkatrészek sincsenek, igy a I' mutaté maximaélis értéke
1. Altalaban elmondhatjuk, hogy minél nagyobb a csoportképzési hatasfok,
annal jobb az adott gyartocella és alkatrészcsaldd-kiosztast megvaldsitdé meg-
oldas. A hatasfok szerepét azonban nem szabad tulértékelniink, mindig a
konkrét feladat donti el, hogy mely tényezéket kell hangsulyosabban figye-
lembe venniink [46].
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6.2.2. A gyartdcellak meghatarozasanak kiilonb6z6 modszerei

Az elmilt évtizedekben a gyartocellak meghatarozéasara az elméleti szakembe-
rek szamos megoldési technikat dolgoztak ki, s6t, tobb publikacionak is téma-
ja a kiilonb6z6 modszerek rendszerbe foglalasa és e modszerek 6sszehasonlito
elemzése [11], [51], [58]. S. M. Shafer szerint a megoldasi technikakat gy
célszert csoportositani, hogy az alapjukat jelentd elméleti hatteret vessziik fi-
gyelembe. Javaslata alapjan a feladat megoldasara hasznalhaté modszereket
ot nagy csoportba sorolhatjuk [50]. Ezek a kategoridk a kovetkezdk:

manuélis modszerek,

statisztikai klaszter-analizis,

szortirozo algoritmusok a gép-alkatrész matrixra,
mesterséges intelligencia modszerek,

matematikai modszerek.

A manudlis mddszerek csoportjaba azok az eljarasok tartoznak, amelyek-
ben az alkatrészcsaladok és gyartocelldk kialakitéasa egy vagy tobb szakértd
sorozatos dontéseinek eredményeképpen valosul meg. A legismertebb ilyen
modszert J. L. Burbidge dolgozta ki az 1970-es években, Production Flow
Analysis néven [5|. A szinte folyamatos szakért6i jelenlét kovetkeztében a
modszer rendkiviil rugalmas, hatranya azonban, hogy szamitégépes tamoga-
tasa legtobbszor nehézségekbe iitkozik. Masrészt a szakérté tudésa és ta-
pasztalata is elégtelennek bizonyulhat, ha egy tizemben tobb ezer, bonyolult
felilletd alkatrész megmunkalasat végzik.

A statisztikai klaszter-analizis alkalmazésahoz elGszor egy mérGszamot kell
definidlnunk, mely kifejezi két alkatrész vagy két gép hasonlosagat (vagy ép-
pen az eltéréségeét, tavolsagat). Az egyik legéaltalanosabban hasznélt ilyen
mérdszam a Jaccard-féle hasonlosagi egyiithatd, mely a kovetkezd képlettel
adhato meg:

N;

© Ni+ N — Ny’

ahol J;, az i és k alkatrész kozott definialt Jaccard-féle hasonloségi egyiitthato,
N;i. azon gépek szama, melyek az ¢ és k alkatrészt egyarant megmunkaljak, /NV;
illetve Ny pedig az 1, illetve k alkatrész megmunkélasat végz6 gépek szama. A
hasonlésagi egyiitthatot minden egyes objektumpéarra kiszamitjuk és az ered-
ményeket egy matrixban, a hasonlésagi méatrixban taroljuk. A hasonloséagi
métrix értékeibdl kiindulva hatarozzuk meg egy klaszterezd algoritmussal a

Jik
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keresett alkatrészcsaladok illetve gyartocellak elemeit. A hasonlosagi egyiitt-
hatok definidlasara szamtalan lehetGség kinalkozik, attol fiiggGen, hogy a cso-
portok képzésével egyidejiileg milyen feltételeknek kell teljesiilnie. A téma
alapos attekintését nyujtja Yin és Yasuda [56] cikke, mely bemutatja, rend-
szerbe foglalja és értékeli az irodalomban javasolt hasonloségi és kiilonbozbségi
egyiitthatokat. Erdemes megemliteni, hogy a hasonlosagi egyiitthatok alkal-
mazéasara més, f6leg mesterséges intelligenciabeli modszerekkel kombinalva is
talalunk példat: Jeon és Leep genetikus algoritmust [27], Adenso-Diaz pedig
tabu keresést alkalmazva oldotta meg a feladatot [1].

A gép-alkatrész incidencia mdtrix szortirozo algoritmusain olyan eljaraso-
kat értiink, amelyek a matrix sorainak és oszlopainak alkalmas atrendezésével
az alkatrészcsaladok és gyartocellak meghatarozésat egyidejtleg végzik. A fo-
lyamat végén a matrix f6atloja mentén elkiiloniils blokkokbol olvashato le a
megoldas, ezért az ilyen modszereket blokk-diagonalis modszereknek is neve-
zik. A két legnevezetesebb blokk-diagonalis moédszer a King altal kifejlesztett
ROC (rank order clustering) algoritmus [30] és a Chan és Milner nevéhez
ftiz6ds DCA (direct clustering algorithm) [6].

A szamitastechnikai kapacitis és teljesitmény novekedésével parhuzamo-
san a kutatok egyre gyakrabban alkalmazzak a mesterséges intelligencia ko-
rébe tartoz6 modszereket a csoporttechnoldgiai probléméak megoldasdban. A
gyartocellak és alkatrészcesaladok meghatarozasanak feladata nagyméretd in-
cidencia métrix esetén kombinatorikus robbanast eredményezhet, mellyel he-
urisztikus algoritmusok alkalmazasaval konnyebben megbirkézhatunk, mint
egzakt megoldasi modszerekkel. A két leggyakoribb megoldési technika a ne-
uralis halok és a genetikus algoritmusok alkalmazésa. A neuralis halokkal
val6 megkozelités az 1990-es évek elejétsl kezdve jelenik meg a szakirodalom-
ban, azéta szdmos modell és tanulasi modszer esetére kidolgoztak a probléma
megoldasat. A téméval kapcsolatos eredmények Osszefoglalasat nytjtja Venu-
gopal cikke [59]. A neuralis halok mellett a genetikus algoritmus alkalmazasa
is rendkiviil népszerii a témaval foglalkoz6 kutatok kérében. A hagyomaényos,
altaldnos céli keres§ eljaras helyett egyre tobben javasoljak a genetikus algo-
ritmus olyan moédositasait, melyek a probléma-specifikus ismereteket jobban
figyelembe veszik. Falkenauer 1992-ben a genetikus algoritmusok osztéalyozasi
problémakra specializalt 4j osztalyat definialta (grouping genetic algorithms,
[18]). Az 4j modszert elészor De Lit, Falkenauer és Delchambre alkalmaz-
tak a gyartocellak kialakitasanak probléméajara [16]. Brown és Sumichrast
megmutattak, hogy a modositott algoritmus jobb eredményt szolgaltat a kii-
16nb6z6 osztalyozasi probléméakban (koztiik a gyartocellak meghatérozasanak
feladatéaban), mint a standard genetikus algoritmus [3].

A gyartocelldk és alkatrészesaladok meghatéarozasara természetesen mate-
matikai modszerek is alkalmazhatoak. A leggyakrabban alkalmazott modsze-
rek elméleti hatterében a gréafelmélet, kombinatorikus analizis és a linearis
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programozas all. Ez utobbi teriileten Kusiak p-medidn modellje volt az el-
s6 olyan modszer, amely alkatrészcsaladok meghatarozasara szolgalt [34]. A
p érték a létrehozando alkatrészesaladok szamara utal, a célfiiggvény pedig
az egy csaladon beliili alkatrészek maximalis hasonlésdgara irdnyul, ahol a
hasonlosagot két alkatrész kozott azon gépek szaméval adjuk meg, amelyek
mindkét alkatrészt megmunkaljak. A modszer Gjdonsiga abban rejlett, hogy
az alkatrészek kozotti hasonlosag alapjan létrehozott hasonlosagi matrix egy
matematikai programozéasi feladat bemend adataként szolgalt. Az elmult hiisz
évben a kutatok a kezdeti modell szdmos olyan variansat is kifejlesztették, me-
lyek gyartocellak meghatarozésara is alkalmasak. A linearis programozéason
alapuld modszerek alapjaikban kevésbé, a célfiiggvényeket illetGen azonban
jelentGsen eltérhetnek egymastol. A célfiiggvényekben leggyakrabban meg-
fogalmazott kovetelmények az egy csoportba keriils alkatrészek illetve gépek
maximalis hasonlésaga mellett a gyartocellak kihasznélasanak maximaliza-
lasa, illetve a gépbeallitasi koltségek, a cellakozi szallitasok, a sziik kereszt-
metszetek megmunkalasi koltségének minimalizalasa. A lineéaris programozas
alkalmazasa a valtozatos célfiiggvények ellenére sem terjedt el a gyakorlatban,
hiszen az eljaréds bonyolult matematikai apparatust igényel és a nagyméreti
feladatok megoldasa még a mai szamitogépes kapacitas mellett is nehézségek-
be titkozik.

6.2.3. Gyartdcellak meghatarozasa dobozelemek segitségével

A 3. fejezetben bemutatott, dobozhaléon alapuld osztalyfelbontasi modszer
segitségével is meghatarozhatjuk egy adott gép-alkatrész incidencia métrix-
bol kindulva az alkatrészek és gépek egy csoportba tartozé elemeit. Ez a
modszer, absztrakt algebrai hétterét figyelembe véve, egy tijabb matematikai
technikédnak tekinthets. A gép-alkatrész incidencia matrix megfeleltethets a
kontextust definidld tablazatnak, objektumoknak pedig valasszuk a gépeket,
ha a gyartécellak meghatéarozasa az elsédleges célunk, ha pedig az alkatrész-
csaladok meghatarozéasa a f6 feladat, akkor az alkatrészek legyenek az objek-
tumok, és az ket megmunkald gépek jelentsék a tulajdonsagokat. Példaként
tekintsiik a 6.2.1. alfejezetben szereplé 7 x 8-as méretii incidencia méatrixot,
amelynek megfelel6 K kontextust a 7. tablazat mutatja be.

A K kontextushoz tartozé extenzio-particick meghatarozésahoz elGszor a
dobozhal6 atomjait keressiik meg. Algoritmusunk elsé 1épésével az atomok
extenzioit allitjuk els, melyek a kovetkezsek: {1,5,7},{2,4},{3,6} (az objek-
tumokra sorszamaikkal hivatkoztunk). Ez a legfinomabb extenzié-particioja
az objektumhalmaznak, és nincs is tobb nem-trivialis osztélyfelbontés, mert
az atom-extenziok uniéi mar nem adnak djabb extenzidkat. Ez az extenzio-
particié hatérozza meg a gyartocellakat, melyek megegyeznek a fejezet ele-
jén megadott megoldassal. Az alkatrészcsaladok meghatéarozasa ezek utan

67



6 ALKALMAZASOK

7. tablazat. Kontextus létrehozésa incidencia méatrixboél

K Attribatumok (M)
a|bfc|d|e|f]lgl|h

1 X | X X

ofl2]x X

S| 3

g X X

_‘g 4 | x X

g 5 X X X
6 X
7 X | X X X

ugy torténik, hogy az azonos gyartocellaba keriils gépek altal megmunkalt
alkatrészeket egy csoportba soroljuk, igy kapjuk a {b,c,e,h},{a, f},{d, g}
halmazokbol all6 alkatrészcsalddokat. Ugyanezt a megoldast kozvetleniil is
megkapjuk, ha a kontextus objektumrészének az alkatrészek halmazat felel-
tetjik meg, és az igy ad6do 8 x 7-es métrixbol kiindulva hatarozzuk meg az
extenzio-particiokat.

Az el6z6 példaban a dobozelemes modszer alkalmazaséval nyert felbon-
tasok koziil nem volt nehéz kivalasztani a legjobbat, hiszen csak egyetlen,
nem-trivialis extenzio-particié adoédott. Megmutatjuk, hogy bonyolultabb
esetben is elkeriilhetjiik az az Osszes felbontas vizsgélatat, gyakran elegen-
dé az extenzid-particiok egy sziikebb halmazabol kivalasztani a megoldast.
Ha feltételezziik, hogy a keresett megoldas a gépek G halmazanak egy olyan
{B; | j € J} particidja, melynek blokkjaira B;N B} = () teljesiil minden i # j
esetén, akkor ezzel azt irjuk el6, hogy nincsenek olyan alkatrészek, amelyeket
kiilénboz6 gyartocellak gépeinek mindegyike meg kell, hogy munkaljon. A fel-
tételbsl azonban a fogalmak szuprémumképzési szabélya alapjan levezethetd

a
(Bi, B;)' vV (B;,B;) = (B;U By)", BN B)) =(G,0)=1

Osszefiiggés. FEz azt jelenti, hogy elegendd a ,maximalis” osztélyozési rend-
szerekkel foglalkozni, amelyekben barmely két kiilonb6z6 elem szuprémuma
a halo legnagyobb elemével egyezik meg. A maximaélis osztalyozasi rendsze-
rek altal indukélt extenzi6-particiok megadésaval kijeloltiik a gyartocelldkat,
azokhoz azonban még hozza kell rendelniink az alkatrészek megfelel6 cso-
portjait. Vilagos, hogy egy adott cella gépeibdl all6 objektumhalmaznak az
intenzidja biztosan része a megfelels alkatrészcsaladnak, hiszen az intenzidba
tartozo alkatrészeket a cella minden gépének meg kell munkélnia. A kima-
radt alkatrészeket pedig abba a csaladba soroljuk be, amelyhez tartozo cella
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esetén a vizsgalt alkatrészt megmunkald gépek aranya maximélis. Ezzel az
eljaréssal az a célunk, hogy egy adott gyartdcellakiosztashoz hozzarendeljiik
azt az alkatrészcsalad-rendszert, melyre a megoldas csoportképzési hatasfoka
a lehets legnagyobb. Jelolje B; (j € J) a j-dik gyartocella gépeinek hal-
mazat, A; a B; celldhoz tartozoé alkatrészcsaladot és legyen A az alkatrészek
halmaza. Egy a € A alkatrész esetén jelolje h;(a) az a alkatrészt megmunkald
gépek ardnyat a j-dik gyartocellan beliil:

hi(a) a Bj cella gépei koziill az a alkatrészt megmunkalok szama

! a B; cella gépeinek szama
A kovetkez6 algoritmus egy adott gyéartocellakiosztas B; celldihoz meghata-
rozza a cellaba tartozé gépek altal megmunkalt A; alkatrészcsalad elemeit.

6.1. Algoritmus (Alkatrészcsaladok meghatarozasa).
Minden Bj; esetén legyen A; = B
minden a € A\ |J A; esetén
jeJ
legyen k a legkisebb olyan index, melyre a hj(a) mennyiség mazimdlis
legyen A, = A Ua.

Az elmondottak illusztralasara tekintsiink egy nagyobb méretii incidencia
métrixot, melyet Cheng a gyartocellak meghatarozasara iranyulo, 12 kiilon-
b6z6 modszer Gsszehasonlité elemzésére hasznalt fel [10]. A szerzd értékelése
szerint a két legmegbizhatobb megoldast Chandrasekharan és Rajagopalan
ZODIAC nevi algoritmusa, illetve a Seifoddini és Wolf éltal kidolgozott, ha-
sonlosagi egyiitthatokon alapulo ALC (average linkage clustering) algoritmus
szolgéltatta (a modszerek leirasa a [8], illetve a [49] cikkekben talalhato).

Alkatrészek

a b cde f ghij kIl mmnopqrnrstuwv

1 1 11000000010001100011 1]

2 000010010011 0000O0O01O0O0O0
3000011000001 1O000O0O01O0O0OQO0
G 4 11100000OO0O0O1TO0OO0OO0O1T1TO0O0O0O0OT1T1T1
¢ 5 11 1000100001001 10O0O0T1T1T1
p 6 000010010001 O0O0O0O0OO0O0O1O0O00QO0
e 7 /0001 0100100001O0O011O00O00O0
k 8 0000110011011 100111000
90001 0000100001001 1O0O0°O0O0
mJ|1rT1r1010o01100110011T01O0O0O00O0
1 000100001 100000O011000 0f

D
Nej
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A fenti matrixnak megfelel§ kontextus egy olyan fogalomhalot hatéaroz meg,
melybdl egy 17 elemi dobozhal6 szarmaztathaté. Ennek a halonak 7 atomja
és 10 tovabbi eleme van, diagramja a 8. abran lathat6, melyen a dobozele-
meket extenzidik azonositjak, az atomokat sotét karikak jelzik.

() {2,3,6,8,10} Q) {1.4,5,10}

79130 {236,8Q

8. abra. Dobozhal6 diagramja a Cheng tanulméanyéaban szereplé kontextushoz

Az osztalyozési rendszerek meghatarozéasara szolgald algoritmussal 29 kiilon-
b6z6 megoldést kaptunk. Ezek koziil csak ketté bizonyult maximélisnak, a
hozzajuk tartozo osztalyozésokat az aldbbi blokkok alkotjak:

I, = {{1,4,5,10},{7,9,11},{2,3,6,8} },

I, = {{1,4,5},{7,9,11},{2,3,6,8,10}} .

Mindkét esetben lefuttatva 6.1. Algoritmust, II; esetére adodott nagyobb
csoportképzési hatasfok, igy a modszeriink alkalmazasaval kapott megol-
das az {1,4,5,10}, {7,9,11}, {2,3,6,8} gyartocellakbol és a hozzajuk rendelt
{a,b,c,9,k,0,p,t,u,v}, {d,i,5,n,q,7}, {efh,lm,s} alkatrészcsaladokbol all. A
kivételes alkatrészek szama: ny, = 11, a kihasznélatlan gépek szdma: ng = 15.
A kovetkezd tablazatban a dobozelemek segitségével kapott megoldéas mutato-
it hasonlitjuk 6ssze a Cheng altal legjobbnak itélt megoldasok paramétereivel.
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Modszer ni ng nip $ A r
Dobozelemek 78 15 11 0.14 0.82 0.72
ALC 78 16 11 0.14 0.81 0.71
ZODIAC 78 15 10 0.13 0.82 0.73

A vizsgalt mutatok alapjan nincs 1ényeges mingségi kiilonbség a harom meg-
oldés kozott (2 esetén a kisebb, A és I esetén a nagyobb érték szamit jobbnak
az értékeléskor). A modszerek Osszehasonlitasanal vegyiik figyelembe azt is,
hogy mig a dobozelemeken alapulé technika egy &altalanos céli osztalyoza-
si modszer, addig a Cheng cikkében szerepld algoritmusokat kifejezetten a
gyartocellak meghatarozasara fejlesztették ki.

A 3.6. alfejezetben az osztalyozési rendszereket meghatarozé algoritmusok
hatékonysagat elemezve, arra a kovetkeztetésre jutottunk, hogy legrosszabb
esetben a fogalomhélé elemszama exponencialis is lehet a kontextus méreté-
nek fiiggvényében, s6t elméletileg ez a dobozhalé esetén is fennall. A mitiszaki
gyakorlatban felmeriil§ osztélyozasi problémak esetén szerencsére mas a hely-
zet, a kiindulasi kontextusbol viszonylag kevés dobozelemet lehet generalni.
A 8. tablazatban néhany gép-alkatrész incidencia-matrix esetére meghatéroz-
tuk a matrixhoz, mint kontextushoz tartozo fogalomhal6d, dobozhéld, oszta-
lyozasi halo elemszamat, illetve az elemek elGallitasahoz sziikséges futasi id6t
masodpercben mérve (1.73 GHz-es processzorral rendelkez6 személyi szami-
togépen futtatva a MATLAB programot). A tablazatban szerepld példamat-
rixok gyakran idézett, gyartocellak kialakitasaval foglalkozé publikaciokbol
szarmaznak.

8. tablazat. Halok elemszama és az elemek elGallitasahoz sziikséges id6 (s)

A matrix fogalmak dobozelemek oszt. rendszerek
meérete, forrasa | szama/futasi id§ | szama/futasi id | szama/futasi idé
11 x 22, [10] 28/0.42 17/0.3 29/0.59
20 x 20, [39] 34/0.37 11/0.12 5/0.22
40 x 24, [7] 39/0.66 13/0.22 3/0.29
97 % 27, |13] 336,/45.80 35/2.31 188,/49.48

A vizsgélt matrixok esetén a dobozhéld elemeinek elGallitasa a fogalmak ge-
neralasanél is kevesebb id6t vett igénybe. (A fogalmakat csak emiatt az
Osszehasonlités miatt szerepeltetjiik a tdblazatban, hiszen a dobozelemek els-
allitasahoz nincs sziikség rajuk.) A legkdltségesebb mivelet az osztalyozasi
rendszerek meghatarozasa, ami nagy elemszamu dobozhal6 esetén idGigényes
feladat. Programunk az Osszes lehetséges osztalyozasi rendszert elGallitja,
vildgos, hogy ezek kozott sok olyan megoldas is van, ami a miiszaki problé-
ma szempontjabol érdektelen. A csoporttechnologidhoz kdthets osztalyozasi
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feladatokban a hasznos megoldasok egy osztalyozasi fanak nevezett struktu-
raba rendezhetSk, melybdl a megfelel§ osztalyozasi rendszer kivalasztasa a
miszaki szakember feladata. Az osztalyozasi fak elméletével kapcsolatban
kutatocsoportunk a ,Csoporttechnologia-alapii tervezés és iitemezés tamoga-
tasa diszkrét matematikai modellekkel és modszerekkel” c. OTKA palyazat
keretein beliil ért el kezdeti eredményeket.

A feladat komplexitdasa miatt az egzakt megoldasi modszerek nagy sza-
mitasigénnyel jarnak, ezért a felsoroltaknal nagyobb méretd matrixok ritkan
szerepelnek az irodalmi hivatkozésokban. Ha egy gyartocellakialakitési prob-
léméban 100-nal tobb gép vagy alkatrész szerepel, akkor dltalaban valamilyen
heurisztikus modszerrel keresik a megoldast (jellemzden genetikus algoritmust
vagy neuralis halot hasznalnak). Ez azonban nem jelenti azt, hogy az egzakt
modszerek (mint példaul a dobozhalos technika) algoritmusait nem érdemes
fejleszteni, hiszen a szamitasi teljesitmény novekedésével az ilyen modszerek
alkalmazasanak lehetGségei is béviilnek és egy egzakt modszerrel kapott meg-
oldas mingsége legtobbszor feliilmulja a heurisztikus meggondolasokkal nyert
megoldasokét.
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Dobozhalék elemeinek meghatarozasa

A kontextus objektumhalmazéanak felbontasat (az extenzio-particick megha-
tarozasat) a kontextusboél szarmaztathaté dobozhald segitségével végezziik.
A dobozhal6 elemei egyuttal fogalmak is, igy azok a kontextushoz tartozo fo-
galomhélé elemei koziil is kivalogathatoak lennének. A dobozhalé atomjainak
ismeretében ezt gy oldhatjuk meg, hogy az atomisztikus tulajdonsagot ki-
hasznalva megkeressiik azokat a fogalmakat, amelyek el6allnak atomok szup-
rémumaként. Nagymeéretii kontextus esetén azonban a fogalomhéalé elemeinek
szama is igen nagy lehet, ezért sziikség volt egy olyan modszer kidolgozasara,
mely a dobozelemeket a fogalomhéld elemeinek elGallitasa nélkil hatarozza
meg.

1. tézis:

Megvizsgalva a dobozhalo elemei és a kontextus kozotti viszonyt, té-
teleket fogalmaztam meg és igazoltam a dobozelemek megkonstru-
alasaval kapcsolatban. Az eredmények lehetévé teszik a dobozhalé,
illetve az osztalyozasi rendszerek elemeinek elGallitasat kozvetleniil
a fogalomhal6é kontextusabol.

Az osztalyozéasi rendszerek meghatarozasa harom fazisra bonthato. Az el-
s6 lépésben a dobozhald atomjait (azaz a minimalis osztalyozési rendszer ele-
meit) allitjuk els, ehhez megadtam egy algoritmust, és forméalisan levezettem
a helyességét. A tovabbi dobozelemek meghatarozasanak érdekében bevezet-
tem az atomszerkezet fogalmat: ez egy H objektumhalmaz esetén azoknak
az atomoknak a halmaza, melyeknek extenzioi teljes egészében benne vannak
H-ban. Az atomszerkezet fogalmat felhasznalva sziikséges és elégséges felté-
telt adtam arra nézve, hogy egy fogalom-extenzié mikor dobozelem-extenzio
is egyben. Ezt kivetGen egy, a fogalom-extenziok elGallitasara alkalmas is-
mert modszert ugy modositottam, hogy az Osszes fogalom-extenzié helyett
csak azokat kapjuk meg, amelyek dobozelem-extenziok lehetnek. A modo-
sitott eljaras segitségével a fogalmak egy részének elGéllitasat elkeriilhetjiik
(példaul elhagyhatoak azok, amelyek atomszerkezete 0 vagy 1 elembdl all, az
azonos atomszerkezetd extenziok koziil pedig elegends csak egyet megtarta-
ni). Emellett igazoltam, hogy a redukci6 ellenére az eljaras a dobozelemek
mindegyikét elGallitja. Végiil, az osztalyozési rendszerek meghatarozasanak
fazisdban is hasznosnak bizonyult az atomszerkezet fogalma: igazoltam, hogy
dobozelemek egy rendszere pontosan akkor osztalyozasi rendszer, ha az ele-
mek extenzidinak atomszerkezetei az atomok halmazat particionaljak.

Az emlitett tételeket és bizonyitésaikat értekezés 3. fejezetének elsé harom
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alfejezete tartalmazza, illetve a [K6], [K10], [K11], [K12] publikaciok is ezekre
az eredményekre épiilnek.

Adott kontextushoz tartozé fogalomhalé és dobozhalé
egyenlGsége

A dobozhal6 a fogalomhalo elemeibdl 4ll6 atomisztikus hald, melynek elGalli-
tasakor a fogalomhélé bizonyos elemeit figyelmen kiviil hagyhatjuk. Felmeriil
a kérdés, van-e olyan eset, amikor az osztalyfelbontés szempontjabol minden
egyes fogalom fontos, azaz a kontextushoz tartozo fogalomhal6 és dobozhéld
megegyezik. A valasz pozitiv, ha a fogalomhal6é mar eleve atomisztikus hélo:
ebben az esetben minden fogalom dobozelem is egyben. Ennek ellenérzése
helyett mésik feltételt kerestem a kérdés eldontésére.

2. tézis:

Egy adott kontextushoz tartozé dobozhil6 elemeinek felhasznala-
saval, a kontextus objektumhalmazat valtozatlanul hagyva olyan 1ij
kontextust konstrualtam, melynek fogalomhal6ja az eredeti doboz-
haloval izomorf. Ezt a konstrukciot felhasznalva, sziikséges és elég-
séges feltételt adtam az attribttumokkal kapcsolatban arra nézve,
hogy egy adott kontextus esetén fennalljon a kontextushoz tartozo
fogalomhal6 és dobozhal6 egyenldsége.

A konstrukci6 lényege a kovetkezd: legyen adott egy K = (G, M, I) kon-

textus, és tegyiik fel, hogy ismerjik a Z (G, M, I) dobozhélo elemeit. A
K* = (G, M*, I*) kontextust tgy definialtam, hogy az M* halmaz attribtatu-
mai az egyes dobozelemek extenzidiba valo tartozast fejezzék ki. Igazoltam,
hogy ekkor az .# (G, M*, I*) fogalomhalo ¢s a 2 (G, M, I) dobozhélé elemei-
nek extenzioi azonosak, tehat a két halo izomorf. Egy ismert fogalomanalizis-
beli tétel szerint tetszéleges, véges V' halo esetén van olyan kontextus, mely-
hez tartozo fogalomhal6 izomorf V-vel. Fontos hangstlyozni azonban, hogy
esetiinkben nem a tételben szereplé kontextust hataroztuk meg a dobozhélo-
hoz, hanem egy olyan kontextust, amelynek objektumhalmaza megegyezik a
dobozhal6 alapkontextusanak objektumhalmazaval.
Bebizonyitottam, hogy egy adott (G, M, I') kontextushoz tartoz6 dobozhalé és
fogalomhal6 pontosan akkor esik egybe, ha minden p € M attributum esetén
a (p/,p") fogalom egyben dobozelem is. A feltételt teljesits p attributumokra
bevezettem a kitilintetett tulajdonsag elnevezést, mert ezek azok az attri-
batumok, amelyek valoban fontosak az objektumok osztalyainak kialakitasa
szempontjabol. A fogalomhal6 és dobozhal6 egyenléségével kapcsolatos ered-
ményeket és azok bizonyitésait az értekezés 4. fejezete, illetve a [K2| és [K3]
publikaci6 tartalmazza.
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Részkontextus dobozelemei és a kontextus elemi bovitése

A K* kontextus konstrualédsanél az objektumhalmaz nem valtozott az ere-
deti kontextushoz képest. Erdemes megvizsgalni azt a kérdést is, hogy az
objektumok halmazanak sztikitése vagy bévitése az osztalyfelbontasokat ho-
gyan érinti. Az elsG esetben a részkontextus (amely az objektumhalmaz bi-
zonyos elemeinek elhagyasaval keletkezik) alapjan szamithato dobozelemek
kapcsolatat kell feltdrnunk a bévebb kontextus dobozhal6janak elemeivel.
A masodik esetben az a kérdés, hogy ha 1j objektumokkal bévitjik a kon-
textus objektumhalmazat, a bévebb kontextushoz tartozé dobozhal6 elemei
szarmaztathatoak-e valamilyen moédon az eredeti kontextus dobozelemeibdl.

Legyen adott egy K = (G, M, I) kontextus, és H C G esetén képezziik
a Ky = (H,M,I N H x M) részkontextust. Igazoltam, hogy ha F C G
az eredeti kontextushoz tartozé dobozhéloban egy elemnek az extenzidja,
akkor az N H halmaz a sztkitett kontextushoz tartozé dobozhalé valamely
elemének az extenzidja. Ezzel Osszefiiggésben azt is belattam, hogy a G
halmaz egy extenzio-particiojanak elemeit H-ra lesztikitve a H halmaz egy
extenzio-particidjat nyerjiik.

A kontextus bévitése kapesan az objektumhalmaz elemi (azaz egyetlen ob-
jektummal valo) bévitését vizsgaltam, hiszen ilyenek sorozataként tetszéleges
bévitést elsallithatunk.

3. tézis:

Megvizsgaltam a kontextus sztlikitésének illetve elemi bévitésének
hatasat a dobozhal6é struktirajara. Ennek soran olyan tételeket
fogalmaztam meg és bizonyitottam be, melyek alapjan az eredeti
dobozelemekbdl kiindulva a megvaltozott dobozhal6 elemei elGallit-
hatoak. Kidolgoztam és implementaltam a dobozhal6 inkrementalis
frissitésének algoritmusat.

Tegyiik fel, hogy G = HU z és a K = (G, M, ) kontextushoz tartozo
dobozelemeket keressiik a Ky = (H, M,I N H x M) kontextusbol szarmazo
dobozelemek ismeretében. Bebizonyitottam, hogy ha E a K kontextus egy
dobozelemének az extenzioja, akkor vagy F, vagy E \ {z} a sziikebb kontex-
tus valamely dobozelemének az extenzidja. Ezutan arra adtam vélaszt, hogy
a Ky kontextus dobozelem-extenzi6éi mely esetben maradnak dobozelem-
extenziok az uj kontextusban, illetve mikor kell b6viteni azokat az 1j elemmel,
hogy dobozelem-extenziok legyenek. Tovabba megadtam egy olyan feltételt
az 1j objektumra, melynek teljesiilése esetén az objektum egyetlen, mar létezé
osztalyba sem sorolhatd be, azaz 1j osztalyt kell létesiteni a szaméra.

Az eredmények felhasznélasaval lehetéség nyilik arra, hogy a dobozha-
16t inkrementéalis modon felépitsiik (szemben az 1. tézis alapjan adodo batch
modszerrel). Induljunk ki a G objektumhalmaz egy tetszéleges g elemébdl, a
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g-re lesziikitett kontextus dobozhaldja csak a trividlis elemeket tartalmazza.
Ezutan egyesével bévitve az objektumhalmazt, minden bévités utan megha-
tarozzuk a dobozelemeket, mig végiil a teljes kontextushoz tartozoé dobozhalot
kapjuk.

A kontextus sziikitésével és bévitésével kapcsolatos allitasokat és azok bi-
zonyitasait az 5. fejezet és a [K1| publikacié tartalmazza.

Az elméleti eredmények alkalmazasa

Az 1. tézisbeli elméleti eredményekre tamaszkodva algoritmusokat dolgoztam
ki a dobozhalo felépitésére egy adott (G, M, I) kontextusbol kiindulva. Ké-
szitettem egy programot, mely matrix-aritmetikai eszk6zokkel operalva meg-
hatérozza a 2 (G, M, I) dobozh&l6 atomjait és tovabbi elemeit, valamint el6-
allitja az .# (G, M, I) fogalomhélo osztalyozési rendszereit.

Az F (G, M, I) halo osztalyozési rendszereivel egyidejiileg a G objektum-

halmaz extenzié-particioit is elGallitjuk, ami lehetGséget teremt osztalyoza-
si, csoportképzési feladatok megoldaséara. Ilyen jellegid problémakkal gyak-
ran talalkozunk a csoporttechnolégia keretein beliil, példaul az alkatrészek
osztalyozasanak vagy a gyartocellak kialakitasanak feladatdban. A miivelet-
tervezési és gyartocella tervezési feladatok modelljében kulcsszerepet jatszo
gép-alkatrész incidencia matrix a formalis kontextussal szoros analogiat
mutatd fogalom, mely lehetévé teszi a dobozhélon alapuld osztalyfelbontasi
technika alkalmazasat. A modszer azon kiviil, hogy alkalmas a gyartocelldk
és alkatrészesaladok elemeinek meghatarozéaséara, képes rugalmasan alkalmaz-
kodni a gyartasi koriilményekben bekovetkezs valtozasokhoz és lehet6vé teszi
a teljesitménymutatok széleskori hasznalatat. Ezek a tulajdonsagok az igény-
szerinti tomeggyartasban jelentkezd 1j, ,,agile manufacturing” paradigmahoz
valo illeszkedését jelzik. Az alkalmazas kapcsolodik az Alkalmazott Infor-
matikai Tanszék ,Csoporttechnologia-alapt tervezés és iitemezés tamogatasa
diszkrét matematikai modellekkel és modszerekkel” c¢. OTKA pélyazatahoz
és az MTA-SZTAKI vezetésével folyo ,Valos ideji, kooperativ vallalatok” (VI-
TAL) c. projekthez.
A gép-alkatrész incidencia matrixot kontextusnak tekintve, a gépek halma-
zanak extenzio-particidi elgallithatéak. Minden egyes felbontés kijelol egy
gyartocella-kiosztast. Kidolgoztam egy algoritmust, mellyel minden cella-
kiosztas esetén meghatarozhato az az alkatrészcesalad rendszer, melyre a meg-
oldast értékels csoportképzési hatasfok a legnagyobb. Modszeremet vélet-
lenszertien generalt, illetve az irodalomban fellelheté matrixok esetében is
teszteltem.

A csoportképzési probléma megoldasa mellett azt is vizsgaltam, hogy
a tovabbi tézisek eredményei hogyan hasznosithatéak az adott problémak-
ban. A 2. tézisben vézolt kontextus-konstrukcioval lehetéség nyilik az alkat-
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részek tulajdonséagait leiré kontextus redukciojara, ugy, hogy az attributum-
oldalon csak az osztalyfelbontéas szempontjabol fontos tulajdonsagok marad-
janak meg. A 3. tézisbeli kontextusbdvitéssel kapcesolatos eredmények pedig
abban az esetben alkalmazhatoak, ha egy 0j objektum (alkatrész vagy gép)
gyartorendszerbe valo illesztését kell megoldanunk.

4. tézis:

Kidolgoztam, implementaltam és hatékonysag szempontjabol ele-
meztem az osztalyozasi rendszerek meghatarozasanak algoritmu-
sat. Megmutattam, hogy a dobozhalén alapuld osztalyfelbontasi
modszer csoporttechnologiai alapfeladatokban eredményesen alkal-
mazhato, és ezekben a feladatokban megadtam a 2. és 3. tézisbeli
eredmények hasznositasdnak modjat is.

A modszer algoritmikus leirasat és a megvaldsitdas modjat a 3.4. és 3.5.
alfejezet targyalja, a 3.6. alfejezet pedig az algoritmusok hatékonysagat elem-
zi. Az elért eredmények gyakorlati alkalmazasdnak lehet&ségeit az értekezés
6. fejezete, valamint a [K4|, [K5], [K7], [K8| és [K9] publikaciok ismertetik.
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8. Tovabbi kutatasi feladatok

A kutatas tovabbfejlesztésére tobb lehetdség is kinalkozik. Az egyik irany
a kitlintetett tulajdonsagokra vonatkozé elmélet kidolgozasa. Megmutattuk,
hogy ezek a tulajdonsagok az osztalyok kialakitasdnak meghatéarozo tényezéi,
de a dobozelemektdl fiiggetlenitett meghatarozasukrol, a kontextusbgvités-
ben betoltott szerepiikrél nem esett szd. Az utobbi kérdéssel kapcesolatban
szeretnénk meghatéarozni a kontextusbévitésre invarians kitiintetett tulajdon-
sagok korét, azaz megadni azokat a kitiintetett tulajdonsagokat, amelyek a
kontextus bévitése utan is kitiintetettek maradnak.

Egy masik feladat az 4j osztalyfelbontasi modszer megvalositaséra java-
solt algoritmusok fejlesztése. A dobozelemek meghatarozasat egy egysze-
i, fogalom-extenziokat elGallitd algoritmus modositasaval végeztiik, hatéko-
nyabb fogalom-generalo6 algoritmus (példaul egy alkalmas inkrementéalis mod-
szer) adaptéalasaval modszeriink is jobba tehets. A dobozelemek meghatéaro-
is elképzelhetd.

A dobozelemeken alapulé osztalyfelbontasi modszer kozvetleniil alkalmaz-
haté a gyartocellak és alkatrészcsaladok meghatarozasanak feladataban. A
feladat sajatossagait figyelembe véve szeretnénk modszeriink finomitésaval
olyan megoldési technikat kidolgozni, amely még jobb eredményre vezet a
vizsgalt mutatok (gépek kihasznaltsaga, csoportképzési hatasfok) tekinteté-
ben.

A dobozhél6 az egyedi gépgyartasban jelentkezs projektek megvalositési
idejének becslésében is jol hasznalhato eszkoz (a probléma leirasat illetGen
Id. [55]). A projektek és a végrehajtasukhoz sziikséges operéaciok kontex-
tusabol kiindulva, a dobozhél6 atomjainak meghatarozasaval valasztjuk ki a
tervezendd alprojekthez leginkabb hasonlo, a gyar korabbi gyakorlataban mar
elsfordult alprojekteket, és ezek adatainak felhasznaldsaval adunk becslést a
vizsgalt projekt megvalositasdhoz sziikséges idére. Ez a feladat tovabb bévit-
hetd, hiszen a mar befejezett, hasonloé projektek adatainak felhasznalaséaval
nemcsak az idGsziikségletre, hanem a tervezendd gép varhato arara (koltségé-
re), az anyagigény jellegzetességeire, a sziikséges beszallitoi korre vonatkozoan
is adhatunk becsléseket.

A dolgozat eredményeinek tovabbi alkalmazasi teriiletei az alabbi feladatok:

o Ugyfelek, megrendelsk, vevsk osztélyozésa marketing, karbantartasi ko-
telezettségek, tjra-hasznositasi feladatok és mas ligyfél-relacios felada-
tok megoldasa érdekében.

e Gépsorok iizemeltetése soran uncertainty handling feladatok megoldasa
a korabbi szituaciok és a hozzarendelt eredményes iranyitéasi aktivitasok
kontextusanak kiértékelése alapjan.
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9. Osszefoglalas

Dolgozatomban a fogalomhéld és a hozza kapcsolodd strukturdk alkalmaz-
hatosagat vizsgaltam olyan feladatokban, ahol egy objektumhalmaz elemeit
kell hasonl6 tulajdonsagaik alapjan csoportokra bontani. Az objektumok és
az Gket jellemz6 attribatumok egy formalis kontextus altal adottak, melybdl
kiindulva fogalomhalé generalhato. Az objektumhalmaz felbontédsahoz nincs
sziikség az Osszes fogalomra, elegend§ egy sziikebb struktura, a dobozhéld
elemeit ismerni. A dobozhélé a fogalomhélonal altalaban kevesebb elemet
tartalmazo, atomisztikus halo, melynek elemeit kozvetleniil a kontextusbol is
meghatarozhatjuk. A dobozelemek elGallitasara és a keresett osztalyfelbon-
tasok megadasara algoritmust és szamitogépes programot készitettem.

A fogalomhal6 és a dobozhald nem feltétleniil kiillonbozik. Ha egy kon-
textusbol szarmazé fogalomhéld atomisztikus, akkor minden fogalom egy-
ben dobozelem is. A kontextus attributumhalmaza és a dobozelemek kozotti
Osszefiiggés vizsgalataval a két struktira egybeesésére masik feltétel is adhato:
ugyanazon kontextus fogalomhaloja és dobozhaldja pontosan akkor egyezik
meg, ha az attributumok mindegyike kitiintetett tulajdonsag.

Megvizsgéaltam azt a kérdést is, hogy egy 1j objektum megfelels osztalyba
valé besorolasa hogyan oldhat6é meg az osztalyfelbontasi folyamat djrainditéa-
sa nélkiil. Olyan tételeket igazoltam, melyek alapjan az eredeti dobozelemek
ismeretében az 1j elem beillesztése utan adodo 4j dobozelemek meghatéroz-
hatoak. Megadtam a dobozhal6é inkrementalis frissitésének algoritmusét is,
ami alapjan lehetdség nyilik a dobozhald felépitésére a kontextus elemi bévi-
téseinek sorozata révén.

A modszer és a kapcsolodo eredmények hasznosithatosagat csoporttechno-
logiai jellegii feladatokra mutattam meg. A dobozhélén alapuld eljaras ered-
ményesen alkalmazhatd az alkatrészek osztalyozasanak, gyartocellak megha-
tarozésanak feladataban. A kontextus bévitésére vonatkozd eredményeknek
pedig akkor vessziik hasznét, ha egy 1étezd osztalyozéas esetén 1j objektumok
megfelels osztalyokba sorolaséat kell megoldani.

A kutatas elején megfogalmazott harmas célkitiizésnek megfelelGen a
problémakor matematikai, informatikai és miszaki vonatkozasait egyarant
vizsgaltam. Igyekeztem a gyakorlatban is hasznalhat6, matematikailag szi-
lard alapokon nyugvé modszert kidolgozni a kittizott feladatok megoldasara.
Az osztalyfelbontési feladat Gjszert megkozelitése kapcsan szamos 1j kérdés is
felmeriilt, ezek megvalaszolasa a matematikai hattér tovabbi kutatasat igényli
és egyuttal Gjabb eredményeket is igér.
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Applying Concept Lattices in Classification Problems
Summary

Concept lattices and their related structures can succesfully be applied in
solving classification problems. In these problems given objects are to be
grouped based on their similarities. The objects and their attributes are given
in a formal context, from which a concept lattice can be generated. There
is no need for knowing all of the concepts to form the suitable partitions
of the object set, instead we can use the box lattice for this purpose. Box
lattice has less elements and simpler structure than the concept lattice and its
elements can be determined directly from the context as well. The objective
of the research was to develop a method for generating the elements of the
box lattice and the classification systems from which the demanded partitions
of the object set can be identified. The developed process proved to be very
useful for solving problems in the field of Group Technology.

The new scientific results are summarized as follows:

Thesis 1. Determination of the box lattice

Having studied the relationship between the box elements and the context,
theorems have been formulated and verified for constructing the box lattice.
The results make it possible to generate the elements of the classification sys-
tems directly from the context.

Thesis 2. The equality of the concept lattice and the box lattice

Using the box elements of a given context a new context is constructed with
the same object set, the concept lattice of which is isomorphic with the original
box lattice. Based on this construction a necessary and sufficient condition
related to the attributes has been proved for the equality of the concept and
the box lattice corresponding to the same context.

Thesis 3. Subcontext and extension of a context

Having analyzed the reducing and extending of the context and its effect on
the structure of the box lattice new results have been formulated and verified
aiming to generate the elements of the modified box lattice using the former
box elements. An algorithm has been elaborated and implemented for building
the box lattice in incremental mode.

Thesis 4. Applying theoretical results

Based on the results of Thesis 1, an algorithm has been implemented for
determining classification systems. The new method and the developed pro-
gram can be succesfully applied in problems originated from Group Technology
such as grouping parts and formation of machine cells. In addition, the use-
fulness of the results achieved in Thesis 2 and Thesis 3 is also demonstrated
in the mentioned practical problems.
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Abrak, tablazatok, algoritmusok jegyzéke

Abrak jegyzéke

O NSO WD

Haromelemd halmaz részhalmazhéalojanak Hasse diagramja . .
Fogalomhal6 Hasse diagramja . . . . . . . .. ... ... ...
Dobozhal6 Hasse diagramja . . . . . . . ... ... ... ...
Osztalyozando alkatrészek . . . . . . . .. ... ... ... ..
Dobozhal6 alkatrészek osztalyozasahoz . . . . . . . .. . . ..
Uj, besorolando6 alkatrészek . . . . . . .. ... .. ... ...
Dobozhalo a bévitett kontextushoz . . . . . .. ... ... ..
Dobozhalé diagramja a Cheng tanulmanyaban szereplé kon-
textushoz . . . . .. ..o

Tablazatok jegyzéke

XN DO W

Példa kontextusra . . . . . . . .. ...
Fogalom-extenziok meghatarozasanak algoritmusa . . . . . . .
Dobozelem-extenziok meghatérozasa . . . . . . . . .. . . ..
Az extenzié-particiok meghatarozésa . . . . . . . .. ... ..
A K* kontextus konstrukcidja és a K** kontextus . . . . . . .
Kontextus alkatrészek osztalyozéséhoz . . . . . . . .. .. ..
Kontextus létrehozésa incidencia matrixbol . . . . . . . . . ..
Teszteredmények példamétrixokra . . . . . . . . .. ... ...

Algoritmusok jegyzéke
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3.1.
3.5.
3.7.
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6.1.

Fogalom-extenziok meghatarozasa . . . . . . ... ... ... ...
Atom-extenziok meghatarozasa . . . . . ... ... ... ... ...
Dobozelem-extenziok meghatérozasa . . . . . ... .. ... ...
Osztalyozasi rendszerek elGallitdsa . . . . . ... ... ... ...
Atom-extenziok meghatéarozasa elemi bévités utan . . . . . . . .
Dobozelem-extenziok meghatérozasa elemi bévités utan . . . . .
Alkatrészcsaladok meghatarozésa . . . . . .. ... ... ... ..
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