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A témavezeté ajanlasa
Veres Laura: ,,Osztalyozasi fak, durva halmazok és alkalmazasaik” cimii
PhD értekezéséhez

Veres Laura szakmai munkdjat hozzavetdleg 6 éve ismerem, amikor engedélyemért
folyamodott, hogy a ,,Halok, fogalomhaldk és alkalmazésaik™ cimii fakultativ PhD targy el6adasain
részt vegyen. Egy évvel késébb, 2005-ben sikeresen jelentkezett a Hatvany Jézsef Informatikai
Tudoméanyok Doktori Iskola nappali aspirans képzésére. Erdeklédésének kozéppontjaba a
fogalomhalok és azok miiszaki-informatikai alkalmazasai keriiltek, ami kés6bb a részben-rendezett
halmazok és durva halmazok vizsgélatdval egészilt ki, igy lettem az értekezés témakdrében a
valasztott doktori vezetdje. Az aspirantdra folyaman sikeresen bekapcsolodott a Miskolci Egyetem
Analizis tanszékének, késébb pedig a Bay Zoltdn Kutatdintézetnek a munkajaba. Oktatoi
tevékenységét lelkiismeretesen és megbizhatéan végezte. Szinvonalas munkaja eredményeképpen
2008-ban sikeres abszolutériumot szerzett maximalis osztalyzattal, majd néhany honappal késobb
elinditotta doktori eljarasat.

A jeldlt disszertacidjdban a fogalomhalokhoz kapcsolodd an. dobozextenzio-haldk
osztéalyozasi faival, kvazirendezett halmazokon értelmezett durva halmazokkal és mindkét témakdrnek
az osztalyozadsi feladatokban val6 alkalmazasaival foglalkozik, kilén figyelemmel a
csoporttechnoldgiai vonatkozasokra. Az osztalyozasi fak és a Czédli Gabor altal bevezettet CD-
independens halmazok kozott kapcsolatot vett észre és ezt felhasznélta a dobozextenzid-halo
osztalyozasi fainak a jellemzésére. Kreativan felhasznalva B. Ganter, Korei Attila és a témavezetd
azon munkait, amik egy elemi bévités soran kapott j kontextus dobozextenzidinak eldallitasara
vonatkoznak, eljarast dolgozott ki az (j kontextus osztalyozasi fainak a régi kontextushoz tartozo
osztalyozasi fak modositasaval valo elGallitasara. Igazolta, hogy ha a bovités egy nem egyedi
objektummal torténik, akkor az j kontextushoz tartozé valamennyi osztalyozasi fa megkaphato ezzel
a rekurziv médszerrel. Még 2007-ben hozzékezdett egy, a durva halmazokra vonatkozd, T. B. lwinski
altal 1992-ben felvetett kérdés megvalaszolasahoz. Ismert volt, hogy tolerancia relaciok, vagy csak
tranzitiv relaciok esetén a durva halmazok altaldban nem alkotnak halét - és mint sejtés az is
megfogalmazodott az irodalomban, hogy kvézirendezések esetén lehet hogy igen. Ezt a sejtést
bizonyitotta eldszor Veres Laura véges esetben, majd egy tarsszerzOs dolgozataban végtelen esetre is
kiterjesztette a bizonyitdst és megmutatta a durva halmazok hal6janak néhany olyan fontos
tulajdonsagat, amelyek ekvivalencia relacid esetén meglévo tulajdonsagok altalanositasai. A dolgozat
5. fejezetében a dobozextenziokkal és osztalyozasi fakkal kapcsolatos konstrukcidk sikeres
alkalmazasa és tovabbfejlesztése mellett egy 0] eljarast is bemutat a csoporttechnolégiaban fontos
szerepet bet6lté komplex alkatrészek meghatarozasara. Ennek eredményeképpen a jelélt megfogalmaz
és implemental egy olyan algoritmust ami megadja minden lehetséges komplex alkatrész valamennyi
tulajdonsdgat. Ez az eljards a durva halmazok esetén értelmezett Gn. modalis operatorok
csoporttechnoldgiai alkalmazasan alapszik.

Az elmult évek sikeres publikécids tevékenysége igazolta, hogy a jel6lt képes szinvonalas,
6nallé kutatomunkara. A disszertacio téziseivel kapcsolatos tudoméanyos eredményeit rangos angol
nyelvii folyoiratokban, illetve magyar és angol nyelvii konferenciakon publikalta. Ezek kozott
egyarant megtalalhatok mind elméleti jellegii, és mind miszaki, mind informatikai alkalmazésokat
tartalmaz6 publikacidk, igy megallapithatd, hogy azok mindenben eleget tesznek a Hatvany Jozsef
Informatikai Tudomanyok Doktori Iskola publikécids kdvetelményeinek. Maga az értekezés gondos €s
szertedgazO tudomanyos munkat tikroz es az irodalom kivalo ismeretét, felépitése alapos és jol
atgondolt. A jeloltnek a tézisekhez kapcsolodd eredményei sajat, 6nalld és helyes eredmények.
Mindezekre tekintettel a jel6lt szamara hatarozottan javaslom a PhD cim odaitélését.

Miskolc, 2010. szeptember 1.

dr. Radeleczki Sandor
tudomanyos vezet6
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1. Bevezetés

Ertekezésem elsé részében a haléelméletbdl jol ismert struktirdt, a
fogalomhél6t vizsgdlom. Egy fogalomhdld, mint a neve is mutatja fo-
galmakbdl épiil fel, azaz objektumokbdl és a rajuk jellemz6 tulajdon-
sdgokbdl, igy tekinthetjiik az emberi gondolkodds egyfajta absztrakt
modelljének is. A fogalmakat egy, legtobbszor tabldzatban megadott,
kontextusbdl generaljuk és mint egy adatmodellbdl kiolvashatjuk az
objektumok halmaza (példdul alkatrészek) és a réjuk jellemz6 tulaj-
donsédgok halmaza kozotti kapcsolatot. A fogalompérok (objektumok
és tulajdonsagok pérosa) fogalomhaléba rendezésével még jobb képet
kaphatunk az adathalmaz elemei kozotti rejtett kapcsolatokrodl, hie-
rarchigjukrél. Ertekezésemben a fogalomhalék, ezen beliil is a doboz-
extenzié halok elméletének egy kevésbé vizsgdlt alkalmazdsat, az ob-
jektumok osztalyozdsi fakba valé besoroldsét tanulményozom. A nagy-
méret{i adathalmazok elemeinek az ismert tulajdonsagok alapjdn torté-
nd csoportositdsa az adatbanydszat egyik legfontosabb feladata. A cso-
portok kialakitdsa két eljardssal torténhet: osztalyozéssal (ebben az e-
setben valamilyen tulajdonsagok alapjén soroljuk be az elemeket) vagy
klaszterezéssel (ebben az esetben az adatok maguk alakitjdk ki a ,,cso-
portjaikat”). Mindkét médszer lényege, hogy az objektumhalmazt dgy
particiondlja, hogy az azonos csoportba tartozé objektumok tobb ha-
sonlésdggal rendelkezzenek, mint a tobbi csoportba sorolt elemek. Az
adathalmazban val6 keresést konnyitik meg az dltalam vizsgdlt oszta-
lyozési fék.

A dolgozat masodik részében az uin. durva halmazokkal foglalko-
zom. A durva halmaz fogalma Z. Pawlak nevéhez fiizédik, aki a durva
halmazokat a korai 80-as években vezette be. Az elmélet alapétlete,
hogy ismereteinket egy adott objektumrdl egy 1in. megkiilonboztethe-
tetlenségi relaciéval adjuk meg. Ez azt jelenti, hogy - két objektum
,megkiilonboztethetetlen” ha ismert tulajdonsdgaik alapjan nem tudjuk
oket megkiilonboztetni egymastol. J.S. Pomykata és J. A. Pomykala
egyik cikkiikben bebizonyitotték, hogy ekvivalencia reldci6 esetén (azaz
ha a reldci6 reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv) a durva halmazok egy
halot alkotnak, mégpedig egy teljes Stone hélét. Ebbol az eredmény-
bol kiindulva sikeriilt dltaldnositanom ezt a tételt reflexiv és tranzitiv
(kvézirendezési) reldciéra, és igy bebizonyitani egy a 90-es évek ota
megvalaszolatlan kérdést.
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A durva halmazokat és alkalmazasaikat tobb szempontbdl is vizs-
galtak, példaul tanulményoztak hogy milyen kapcsolat van a durva hal-
mazok elmélete és a fuzzy halmazok elmélete kozott, igy sziiletett meg
a fuzzy durva halmaz fogalma, amelyet az adatbdnydszatban hasznél-
nak. Kiilon kiemelném az adatbdnydszatban és a kozelité algoritmu-
sok kidolgozdsaban valé felhasznaldsukat. Az, hogy kapcsolat van a
fogalomanalizis és a durva halmazok elmélete kozott mar kordbban
felmeriilt a szakirodalomban. A dolgozatomban bemutatom a durva
halmazoknak, pontosabban a veliik szoros 6sszefiiggésben 1évé modélis
operatoroknak egy alkalmazdsat a csoporttechnolégidban. A csoport-
technolégidban az alkatrészgyartias megtervezése, illetve a gyartocellak
kialakitdsa a kiilonb6z6 alkatrészek, technolégiai folyamatok kézotti ha-
sonlésdg felhaszndldsan alapszik. Az alkatrészcsoportok kialakitdsdnal
az uin. komplex alkatrészekbol is kiindulhatunk, melyeket tgy ka-
punk, hogy egy alkatrészcsoport valamennyi tagjanak a tulajdonsagait
egyetlen (legtobbszor képzeletbeli) alkatrészen jelenitjiik meg. A cso-
porthoz tartozé dsszes tobbi alkatrészt ugyanezek a tulajdonsagok egy
részhalmaza jellemez. Dolgozatomban egy algoritmust konstrudltam,
ami egy alkatrészhalmazhoz tartozé kontextusbdl kiindulva megadja a
csoportnak megfelelé komplex alkatrészeket, pontosabban a komplex
alkatrészek tulajdonsdgait.

1.1. A dolgozat felépitése

Az értekezés bevezetd része egy rovid irodalmi dttekintés mellett a
kutatds célkitlizéseit is tartalmazza.

A ma&sodik fejezetben bemutatom a kutatdshoz sziikséges elméleti
hatteret, a héléelmélet illetve fogalomanalizis legalapvetébb definicidit
és eredményeit, amelyek nélkiilozhetetlenek a tovabbi kutatdshoz. A
harmadik fejezetben definidlom az osztalyozési fa fogalmét és struk-
tura tételeket bizonyitok az osztdlyozdsi fak szerkezetére vonatkozoéan.
Megvizsgdlom hogyan véltozik meg egy kontextus tn. elemi bovités
sordn, illetve hogyan viltozik egy osztdlyozasi fa szerkezete az elemi
bévités utdn. Itt egy olyan program pszeudokédjat adom meg, amely a
doboz-extenziok haldjaban tin ortogondlis rendszerek segitségével kons-
trudlja meg az osztélyozasi fat.

A negyedik fejezetben a durva halmazok elméletének alapjait is-
mertetem. Ismertetem a kutatdshoz sziikséges alapvetd definiciékat és
bebizonyitom, hogy a kvézirendezéssel definidlt durva halmazok h&lét
alkotnak. Ugyancsak itt bemutatom ennek a hélénak néhdny jellegzetes

tulajdonsagét.
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A disszertacié 6todik fejezete az alkalmazédsokat mutatja be, amelyek
szorosan kapcsolédnak az eddig bemutatott matematikai elméletekhez.
Egy olyan program pszeudokddjéat ismertetem, amely megkonstruélja
az 1j bovitett kontextushoz tartozé doboz-extenzié halé egy osztélyo-
zési fajat kiindulva a régi kontextus egy osztédlyozasi fajabol. Bemutatok
egy mdédszert, amely optimélis médon éllitja elo egy bovitett kontex-
tushoz tartozé doboz-extenzié hélét. Végiil a durva halmazok, illetve
a modalis operatorok egy csoporttechnolégiai alkalmazédsét is bemu-
tatom.

A hatodik fejezetben az 1j tudoményos eredményeket és az értekezés
téziseit fogalmazom meg. A hetedik fejezetben a tovabbi kutatdsi fe-
ladatokbdl ismertetek néhanyat. Az utolsé két fejezet az értekezés
tomor osszefoglaldsét tartalmazza magyar és angol nyelven egyarédnt.

1.2. Irodalmi attekintés

Kutatdsom elso részének elméleti alapjat a részbenrendezett halma-
zok és halok elmélete jelenti. A kutatdsomhoz boséges szakirodal-
mat taldltam. A magyar nyelven irott miivek koziil a Szdsz Gébor
klasszikusnak szamité Hdldelmélet cimii konyvét [43], Czédli Gébor
Halselmélet jegyzetét [3] emelném ki, amely mér a fogalomhdlokkal
kapcsolatos definiciékat is tartalmazza. Az angol nyelvii irodalomban
is szdmos forrds taldlhatd, ezek koziil Gritzer Gyorgy General Lattice
Theory cimi{i konyvét [13] és B. A. Davey, H. A. Priestley Introduc-
tion to Lattices and Order monogréfigjit [6] emelném ki. A fogalo-
manalizis mdédszerét kit{inben mutatja be Bernhard Ganter és Rudolf
Wille Formal Concept Analysis [9] cimii alapmiive, amely nemcsak az
alapvet6 definicidkat és fogalmakat adja meg, hanem kijeloli a tovabbi
kutatdsi irdnyokat is. Szintén nagy segitség, hogy az dltaluk létesitett
honlapon http://fcahome.org.uk megtaldlhaték a fogalomanalizissel és
alkalmazdsaival kapcsolatos legijabb eredmények.

Az objektumhalmaz felbontdsanak problémajdat Rudolf Wille vetette
fel egyik cikkében [47]. Ebbol a cikkb6l kiindulva Radeleczki San-
dor bevezette a dobozhdlé fogalmét és megvizsgalta ennek tulajdon-
sdgait [35], [36], [37], melyek nélkiilozhetetlenek a kutatdsomhoz. A
dobozhal6 haszndlata nagyban megkonnyiti a nagymeéreti kontextusok,
adathalmazok vizsgalatat, az ebben végzett kereséseket. A dolgozatban
megvizsgdlom, hogyan épithetok fel az in. osztalyozasi fak tolerancia
osztélyokkal, ortogonilis rendszerekkel - ehhez az elméleti alapot J. A.

Srejder [41] konyve nytjtotta. G. Czédli, M. Hartmann, E.T. Schmidt
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[5] cikke alapjdn ujabb otletek sziilettek az osztélyozdsi fak megkons-
trudlasdra. A kutatdsomnak 1j irdnyt adott a B. Ganter, A. Korei,
S. Radeleczki Extent partitions and context extensions cimii cikke [10],
melynek hatdsdra az osztdlyozdsi fak egy teljesen 1j alkalmazasa valt
lehetévé. Az osztalyozasi fak megkonstrudlasara irt algoritmusoknal
nagy segitséget nyujtott Kovédcs Laszlo cikke [26], amely egy hatékony
modszert ad osztalyozasi fak megkonstrudlasdhoz. Az algoritmusok
pszeudokddjainak megirdsakor Cormen és tdrsai dltal irt Algoritmusok
c. kényvben [2] rogzitett konvencickat kovettem.

Az értekezés médsik kutatdsi irdnydnak alapja a durva halmazok elmé-
lete. A durva halmaz fogalmét Z. Pawlak vezette be a korai 80-as évek-
ben. A kutatdsom elméleti alapjaként foként Z. Pawlak, a Pomykala
fiverek és J. Jarvinen cikkeit [21], [22], [33] emelném ki. Az elmuilt
hérom évtizedben kiilénboz6 tipusu (reflexiv, szimmetrikus, tolerancia)
relaciok altal definidlt durva halmazokat vizsgiltak, ezen a teriileten is
boséges szakirodalmat taldltam, melyek koziil ismét J. Jiarvinen cikkét
emelném ki [19]. A fogalomanalizis és a durva halmazok elméletének
osszekapcsoldsdval sziiletett meg az in. Rough concept analysis. Az
tin. modalis operatorok segitségével Y. Yao [14] hdrom kiilonbozé ti-
pusu ,fogalomhal6t” definidl. A modaélis operatorok segitségével be-
mutatunk egy csoportechnolégiai alkalmazast. Ennek kiindulé pontja
Mitrofanov A csoportmegmunkdlds technoldgiai alapjai cimii konyve
[32].

1.3. A kutatds célja

Tudomdnyos kutatémunkam sordn két {6 feladat elvégzésére toreked-
tem:

1. A [28] cikkbél kiindulva éltaldnositottam az osztdlyozasi fa
fogalmat. Késébb a [10] cikk alapjan adédott az otlet, hogy megvizs-
galjam, hogyan valtozik egy osztalyozasi fa, ha a kontextust, amelybdl
felépitettiik bovitjiikk egy elemmel. A matematikai héttér pontos ki-
dolgozdsa mellett {6 célom volt egy olyan program megaddsa, amely
egy elemi bovités sordn a régi kontextushoz tartozé osztédlyozdsi fabol
kiindulva megépiti az 1j kontextushoz tartozé osztdlyozasi fat. Egy
mésik célkitlizésem az volt, hogy optimalizdljam azt az eljardst, ami
megadja az 1j kontextushoz tartozé doboz-extenzié halét a kontextus

elemi bévitése utan.
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2. A durva halmazok elméletével foglalkozé irodalom alapos ét-
tanulmédnyozdsa utdn a kvazirendezéssel definidlt durva halmazok vizs-
galataval foglalkoztam. Tanulmdnyoztam, hogy hélét alkotnak-e il-
letve azt, hogy az igy kapott halé milyen tulajdonsdgokkal rendelkezik.
Megvizsgdltam a durva halmazok elméletének és a fogalomanalizis 6ssze-
kapcsol6ddsdndl szerepet jatszé modalis operdtorok felhaszndldsat a
csoporttechnoldgiai vizsgdlatokban, azon beliil is a komplex alkatrészek
meghatarozasaban.



2. Halo, fogalomhdld, dobozhdlo

Ebben a fejezetben bemutatjuk a kutatds elméleti alapjait, igy példa-
ul, a részbenrendezett halmaz fogalmét, és ebbdl kiindulva definidljuk
a halé fogalmat, illetve bemutatjuk a fontosabb tulajdonsigait. A
kovetkezo két alfejezetben bemutatjuk egy kontextushoz tartozé fo-
galomhdlé definiciéjat és tulajdonsagait, illetve a fogalomhéléhoz tar-
toz6 dobozhdlé fogalmét és tulajdonsdgait, amely a tovdabbi kutatdasunk
alapjdul szolgal. A rovidség kedvéért csak a legalapvetobb fogalmakat
vezetjiik be illetve a hivatkozott tételek, allitdsok bizonyitasait is a hely
sziike miatt nem mutatjuk be.

A kutatdsomhoz béséges szakirodalmat taldltam. A részbenren-
dezett halmazokat és hdldkat bemutaté elsd alfejezethez elsésorban
Szasz Géabor konyveét [43], illetve Czédli Gabor jegyzetét [3] hasznaltuk.
A fogalomhalé definiciéja illetve az ezzel kapcsolatos eredmények a B.
Ganter, R. Wille szerzépéros konyvében [9] taldlhatok. A dobozhalék
alfejezet alapjdul Radeleczki Séndor [36], [37] cikkei szolgéltak.

2.1. Halok

Egy P nemiires halmaz elemei kozott értelmezett, ,,<”-vel jelolt
bindris relaciot részbenrendezésnek neveziink, ha minden x,y, z €
P-re teljesiilnek az aldbbi feltételek:

1. z < x (reflexivitas),

2. r <yésy <z esetén r = y (antiszimmetria),

3. <yésy<zesetén x < z (tranzitivitds).

Ha a P nemiires halmazon értelmezett egy < részbenrendezés, akkor
P-t (azaz a (P, <) pért) részbenrendezett halmaznak nevezziik. A
(P, <) részbenrendezett halmaz a, b elemére az a < b jellést hasznaljuk,
ha a < b, de a # b Az a < b jelolés pedig azt jelenti, hogy b
rakovetkezdje a-nak, azaz a < b és nem létezik olyan x € P elem,
amelyre a < x < b teljesiil. A (P, <) részbenrendezett halmaz két a, b
elemét Gsszehasonlithaténak nevezziik, ha a < b vagy b < a teljestil.

Példa: Jeloljiik p(A)-val az A részhalmazainak az Osszességét, azaz a
hatvanyhalmaz&dt. A részhalmazok kozotti C tartalmazasi reldcié egy
részbenrendezés az A halmazon, vagyis (p(A), C) egy részbenrendezett
halmaz.

Megjegyzés. Minden véges (P, <) részbenrendezett halmaz szemléltet-
het6 1in. Hasse diagrammal, amely a rdkovetkezés elvét hasznilja a
kovetkezOképpen: A P halmaz elemeit kis korokkel abrazoljuk a sikban
a,b € P-re akkor és csak akkor megy él a-bdl b-be, ha a < b, azaz b-t
a folé rajzoljuk.



1. Abra Az A = {1,2,3} halmaz részhalmazainak Hasse diagramja

Legyen (P,<) egy részbenrendezett halmaz. Azt mondjuk, hogy
a € P a P legkisebb eleme, ha minden x € P-re a < z. Hasonléan,
b € P elemet P legnagyobb elemének nevezziik, ha minden x € P-
re x < b. A (P, <) részbenrendezett halmaz legkisebb elemét 0p-vel
(vagy egyszeriien 0-val), a legnagyobb elemét pedig 1p-vel (vagy 1-el)
jeloljiik. Példaul a (p(A), C) részbenrendezett halmaz legkisebb eleme
az iires halmaz, legnagyobb eleme pedig maga az A halmaz.

Legyen (P, <) egy részbenrendezett halmaz, és A a P egy nemiires
részhalmaza. A p € P elemet az A halmaz alsé korlatjanak nevez-
ziik, ha p < @ minden a € A-ra, és hasonléan, a p € P elem az A
halmaz felsd korlatja, ha p > a minden a € A-ra. A p elemet az A
halmaz legnagyobb alsé korlatjanak (infimumdnak) nevezziik, ha
p alsé korlatja A-nak, és A minden egyéb k alsé korldtja esetén p > k.
Az A halmaz infimumat gyakran elemei metszetének nevezziik, inf A-
val vagy AA-val jeloljiik. A p elemet az A halmaz legkisebb fels6
korlatjanak (szuprémumanak) nevezziik, ha p fels6 korldtja A-nak,
és A minden egyéb k fels6 korlatjara p < k teljesiil. Az A halmaz
szuprémumét gyakran elemei egyesitésének nevezziik és sup A-val vagy
V A-val jeloljiik.

Tekintstink néhany alapvetd fogalmat ([3]):

2.1. Definicié. Legyen (P, <) részbenrendezett halmaz és B C P
nemiires részhalmaz.

(i) B-t lancnak nevezziik, ha barmely a,b € B esetén a < b vagy
b < a, azaz barmely két eleme 6sszehasonlithato;

(ii) B-t antildncnak nevezziik, ha B barmely két kiilonbozé eleme

Osszehasonlithatatlan;
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(iii) B-t rendezésidedlnak nevezziik, ha barmely b € B-re és a € P-re
ha a < b akkor a € B.

2.2. Definicié. Legyen (L, <) részbenrendezett halmaz.

(i) L-t metszetfélhdlonak nevezziik, ha bérmely kételemii részhal-
mazdnak létezik infimuma (metszete),

(ii) L-t halénak nevezziik, ha L barmely kételem{i részhalmazénak
létezik szuprémuma és infimuma.

(iii) Ha L bédrmely nemiires részhalmazanak létezik infimuma és szupré-
muma, akkor L-t teljes halénak nevezziik.

Példa: (p(A),C) teljes héls, amelyben X C p(A) esetén X szupré-
muma az X-et alkoté halmazok unidja, infimuma pedig az X-beli hal-
mazok metszete.

2.8. Megjegyzés. (i) Minden véges hél6 egyittal teljes halo is.
(ii) Minden (L, <) teljes hélénak van legkisebb és legnagyobb eleme,
méghozzd inf L =0 éssup L = 1.

A haldkat kétmiiveletes algebrai struktiraként is definidlhatjuk, az
aldbbi definiciét [3]-bol vettiik &t.

2.4. Definicié. Az (L, A,V) algebrai struktirat halénak nevezziik,
ha A és V bindris miiveleteket jelolnek az L nemiires halmaz elemei
kozott, Ugy, hogy Vz,y, z € L-re az aldbbi tulajdonsdgok teljesiilnek:
lL.zANy=yAzészVy=yVar (kommutativitas),

2. 2N (yANz)=(xAy)ANzésaxV(yVz)=(zrVy)Vz (asszociativités),
3. zANx =z ésxVzr=x (idempotencia),

4. xV(xANy)=xés x A (xVy) =z (elnyelési tulajdonsdgok).

Ha egy (L, <) részbenrendezett halmaz, ahol a A b = inf{a,b} és
aVb = sup{a, b}, hdl6 a 2.2. Definici6 értelmében, akkor (L, A, V) hélé
a 2.4. Definici6 értelmében is. Forditva, ha adott az (L, A, V) algebrai
struktira ami hélé a 2.4. Definicié értelmében, akkor az a < b <= a =
aAb bsszefiiggés egy részbenrendezést definidl és kénnyen bizonyithato,
hogy az (L, <) részbenrendezett halmaz a 2.2. Definicié értelmében.

Példaul a (p(A), C) héléhoz a (p(A),N,U) algebrai struktira rendel-
het6 hozza.

A tovabbiakban a hélokra a fentebb hasznalt két jelolés (L, <) és
(L, A, V) helyett is egységes jelolést vezetiink be, csak az alaphalmazzal
fogjuk jelolni, L-el, hiszen lathattuk, hogy mindkét definicié ugyanah-
hoz a struktirahoz vezetett. Két halé azonban akkor is lehet azonos,
azaz izomorf, ha elemeik kiilonboznek.

Az L, és Ly hélokat izomorfnak nevezziik, ha van olyan ® : L; —
L, bijektiv leképezés, hogy a < b pontosan akkor teljesiil L;-ben, ha
®(a) < ®(b) Lo-ben. Jelslés: Ly = Ly. Ha az Ly és Ly hélok a 2.4.
Definiciéval vannak megadva, akkor izomorfnak nevezziik 6ket, ha van
olyan ® : Ly — Ly bijektiv leképezés, amelyre ®(a V b) = ®(a) vV O(b)
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és P(anb) = P(a) A D(b) teljesiil barmely a,b € L, esetén. Az izomorf
véges halok Hasse diagramjai is izomorfak mint gréafok.

2.5. Definicié. ([3]) (i) Legyen (P, <) egy részbenrendezett halmaz,
h pedig egy P — P leképzés. Ha h monoton, extenziv és idempotens,
akkor zardsi operatornak nevezziik.

(ii) Legyen A egy halmaz ® C p(A)-t zdrasi rendszernek nevezziik,
ha tetszoleges S C @ esetén NS € P teljesiil.

(iii) Legyen (A, <) egy részbenrendezett korlatos halmaz. Tetszbleges
X C A-ra jelolje X, illetve X*az X als6 illetve fels6 korlatainak hal-
mazit. A p(A) — p(A), X — (X*), zdrési operdtorhoz tartozo
lezarési rendszert Dedekind—McNeille-féle lezarasi rendszernek
nevezziik.

A kovetkez6 definicidkkal a hélok néhédny specidlis elemét hatdrozzuk
meg, ezeket a definiciokat is [3]-bdl vettiik 4t.

2.6. Definicié. Legyen p az L hal6é egy 0-t6l kiilonbozé eleme.
Haap = N{z; | z; € L,j € J} egyenloségbdl p = z;, kovetkezik
valamely jo € J-re, akkor p-t (teljesen) metszet-irreducibilis e-
lemnek nevezziik. Hasonl6képpen, ha a p = V{z; | z; € L,j € J}
egyenl6ség csak akkor lehetséges, ha p = z, valamely j, € J-re, akkor
p-t (teljesen) egyesités-irreducibilis elemnek nevezziik. Vagyis egy
metszet-irreducibilis elem nem &llhat el6 m&s elemek infimumaként,
egy egyesités-irreducibilis elem pedig més elemek szuprémumaként.
Az L hélét CJ-generdlt hialénak nevezziik, ha minden, 0-tdl kiilon-
boz6 eleme el6éll egyesités-irreducibilis elemek szuprémumaként. A CJ
rovidités az angol completely join-irreducible szavakbdl ered.

2.7. Definicié. Ha az L hdalénak van legkisebb eleme, akkor annak
rakovetkezoit a hilé atomjainak nevezziik. Egy L halét atomisz-
tikusnak neveziink, ha minden z € L eleme a hédl6 z-nél kisebb atom-
jainak a szuprémuma, azaz r = V{a, | a, < z, a, atom A-ban}.

2.2. Fogalomhalok

A 80-as években Rudolf Willevel 1j fejezet kezd6dott a haléelmélet-
ben fogalomanalizis néven. A fogalomanalizisben értelmezett fogal-
mak az objektumok és az Oket jellemzo6 tulajdonsdgok parosai. Az igy
definidlt fogalmak h&lét alkotnak, tin. fogalomhdlét, melynek segit-
ségével az adataink és a kozottiik 16vo kapcsolatok atlathatébbé, kon-
nyebben kezelhetévé valnak. A fogalomanalizis rohamléptekkel fejlodik
és nem csak a matematikusok hasznéljak munksdjuk megkonnyitésére,
hanem fizikusok, informatikusok, biolégusok, az orvostudomany is felfe-
dezte a benne rejlo lehetoségeket.

Az alfejezetben taldlhaté definicickat, allitdsokat, tételeket [9]-b6l

vettiik 4t.
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Egy formélis kontextus egy (G, M,I) harmas, ahol G az objek-
tumok halmaza, M az attribitumok halmaza, I C G x M egy bindris
relacio, a g Im relédcié pedig azt jelenti, hogy a g objektum rendelkezik
az m tulajdonsdggal (ahol g € G, m € M). Ha G és M egyardnt véges
halmaz, akkor azt mondjuk, hogy a (G, M, I) kontextus is véges.
Legyen K = (G, M, I) egy kontextus és H C G és N C M két halmaz,
akkor a (H, N,INH x N) harmast a (G, M, I) kontextus részkontex-
tusanak nevezziik.

A kisebb kontextusok tdblazat form&jiban abrézolhatok, a tabldzat
sorait az objektumok neveivel, a tabldzat oszlopait pedig a tulajdon-
sdgokkal megcimkézve, egy adott sor és oszlop keresztezddésébe akkor
tesziink x-et, ha az objektum rendelkezik az adott tulajdonsdggal.

K ATTRIBUTUMOE (20

O ml mz m3 Hl4 m5 mﬁ I'Il:.-
. g x | x X X
E 22 X b 4 x

5‘ 23 4 4 b 4
U ga | x x| x X
M g5 x X X
IC; g x| x| x x
(3 27 x X

1. tablazat Példa kontextusra

2.8. Definicié. Minden A C G és B C M halmazra értelmezziik az
aldbbi halmazokat:

A" = {me M| glm valamennyi g € A-ra}
B = {g€ G| glm valamennyi m € B-re},

ahol A" az A elemeinek kozos tulajdonségait jeloli, B’ pedig minden
G-beli elemek sszességét, amelyek rendelkeznek valamennyi B-beli tu-
lajdonsédggal. Az (A, B) part a (G, M, I) kontextushoz tartozé foga-
lomnak nevezziik, ha A’ = B és B’ = A, ahol A C G, B C M. Az
A halmazt az (A, B) fogalom objektumrészének vagy extenzigja-
nak, mig a B halmazt az (A, B) fogalom tulajdonsagrészének vagy
intenziéjanak nevezziik.

Az 1. téblazatban szerepld kontextus egy fogalma példéul a ({g3, g4},
{mg4, mz}) halmazpar. Mivel egy (A, B) fogalom A extenzidja és B
intenzidja egymadst kolcsonosen meghatdrozza, ezért egy fogalom is-
meretéhez elegendd a halmazpér egyik ,felének“ ismerete. Az alkal-
mazdsokndl foként a fogalom-extenziét fogjuk hasznalni.A tovébbiak-
ban a (G, M,I) kontextus extenziéit Ext(G, M, I)-vel, az intenzidit
pedig Int(G, M, I)-vel jeloljiik.
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2.9. Allitas. Legyen (G, M,I) egy kontextus, A, Ay, Ay objektumok
tetszoleges halmazai, B, By, By pedig attribitumok halmazai. Ekkor

2. AC A" és BC B".

3. AA=A" és B =DB".

4. (A" A" és (B', B") fogalmak.

5. A" a legsztikebb A-t tartalmazé extenzid és B" a legsziikebb B-t
tartalmazo intenzid.

6. A€ Ext(G,M,I) <= A=A" és B Int(G,M,I) < B =B".

2.10. Allitdas. Legyen J egy tetszbleges indexhalmaz és (A;, B;) a
(G, M, I) kontestushoz tartozé fogalmak Vj € J-re. Ekkor N A; €

JjeJ
Ext(G, M. 1) és N B; € Int(G, M, ).
ViS

Egy kontextus fogalmai kozott értelmezhetd egy rendezési relacié a
kiovetkezoképpen (ldsd [6]):

2.11. Definicié. Legyen (G, M, I) egy kontextus és (A;, By), (As, Ba)
a kontextushoz tartozé fogalmak. Azt mondjuk, hogy (A;, B;) <
(As, B), ha A; C Ay (ekkor By C By is teljesiil).

Konnyen belathatd, hogy az igy értelmezett relacié egy részbenren-
dezés a fogalmak kozott. A (G, M, I) kontextushoz tartozé fogalmak
Osszességét a fentebb értelmezett rendezéssel elldtva egy teljes hélét ka-
punk, amelyet L(G, M, I)-vel jeloliink. Az igy kapott L(G, M, I) hél6t
a (G, M, I) kontextushoz tartozé fogalomhdalénak nevezziik, amely-
ben az (A;, B;), i € I fogalmak infimumadt, illetve a szuprémumat a
kovetkezo képletek adjak meg:

A(Ai Bi) = (iLEJIAi7(iQIBi) )

iel
. . — Y .
i\e/1<A“ B;) <<’iQIAZ) ’ iLeJIB’)

2.12. Definicié. Legyen (G, M, I) egy kontextus. A g € G objek-
tumhoz tartozé objektum-intenzién a {g} = {m € M | (g9,m) € I}
halmazt értjiik és roviden ¢'-el jeloljiikk. Hasonléképpen az m € M
tulajdonsdghoz tartozé attriblitum-extenzién az {m} = {g € G |
(g,m) € I} halmazt értjiik és roviden m/-el jeloljiik. A (¢”, ¢') alaki fo-
galmakat objektum-fogalmaknak, mig a (m/, m”) alakiakat attribu-
tum-fogalmaknak nevezziik.

2.13. Allitas. Az L(G, M, I) fogalomhdlé minden eleme el6dll objektum-
fogalmak szuprémumaként illetve attribitum-fogalmak infimumaként a
kovetkezo formdban: ha (A, B) € L(G,M,I), akkor
"o o / "
g;/A(g 7g) - (A7B) _m/e\B(mvm )
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2.14. Kovetkezmény. Az L (G, M, I) fogalomhdlé minden fogalmd-
nak objektumrésze elodll attribitum-extenziok metszeteként és minden

A

tulagdonsdgrész elodllithato objektum-intenziok metszeteként.

Algoritmus fogalomextpart [9] A 2.14 Kévetkezménybdl kiindulva
megadhatunk egy egyszerii eljarast amely egy adott kontextus sszes
fogalom-extenziéjat eldéllitja. Az alabbi algoritmus egy L listdba gytijti
az Osszes olyan halmazt, amely attriblitum-extenziok metszeteként &l-
lithat6 el6, azaz a folyamat végén az L lista az L(G, M, I) fogalomhdlé
minden fogalom-extenzigjat tartalmazza.

fogalomextpart
Az L lista elsé eleme maga a G halmaz
minden m € M attributum esetén
minden A € L halmazra
ha Anm' ¢ L
akkor az L listat bovitsd az ANm’ halmazzal.

Tekintsiik az 1. tdbldzatban szereplé kontextust és alkalmazzuk ra
a fogalomextpart algoritmust. Az aldbbi tabldzatban bemutatjuk
lépésrol-lépésre, hogy az L lista mely fogalom-extenzidkat fogja tar-
talmazni:

Sorszam | Attrnbiatum Extenzid
L. 121.82.83.84.85.26.27}
2 m) {24}
3 my 121.82.83.85.26.27}
4 m; @
3 m;3 {21.82.24.86}
6 m; {21.82.851
7 my 183.24.25}
8 my {23.25}
9. my 18425}
10. my {gs}
11. ms 121.85}
12 ms {z1}
13 ms 12127}
14. msg {Z2}
15 my 181.83.84.85.85}
16 my {21.83.85.86}
17 my 121.84.85}
15 my 121.85)

2. tablazat Példa fogalom-extenziok meghatarozasara
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Ismerve a kontextust és a fogalom-extenzidékat mar konnyen eldallithat-
juk a fogalmak intenziéit is. Az 1. tdbldzatban szerepld kontextushoz
tartozé fogalomhdlé Hasse diagramja az aldbbi dbrén ldthaté. Minden
csomépont egy fogalmat jelol, a csomépontokban 1év6 szam az adott
fogalom-extenziéjahoz tartozé sorszam az eldbbi tabldzatbol:

2. Abra Fogalomhal6 Hasse diagramja

A fogalomextpart algoritmus a legismertebb mdédszer a fogalomhédlé
goritmusdanak is neveznek. Nagyméretli kontextusok esetén azonban
a hatékonysaga csokken. Ilyenkor érdemesebb egy hatékonyabb algo-
ritmust alkalmazni, példdul a Ganter-féle ,next closure” algoritmust
9], vagy a Godin-féle inkrementdlis médszert [12], amely a kontextus
fokozatos bovitésével dllitja eld a fogalmak halmazdt. Kovdcs Lészlo
ennek az algoritmusnak a tovabbfejlesztésével még hatékonyabb algo-
ritmust dllitott el6 [25].

Hatékony médszer még a kontextus sor illetve oszlop redukalasa (ha
két sor vagy oszlop megegyezik csak az egyiket tartjuk meg), hiszen ez

nem valtoztat a kontextushoz tartozé fogalomhéals szerkezetén.
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2.15. Definicié. ([3]) Egy (G, M, I) kontextust sor-redukaltnak
neveziink, ha minden g € G objektum esetén a (¢”, ¢') fogalom egyesités-
irreducibilis. A kontextust oszlop-redukaltnak hivjuk, ha minden
m € M-re az (m',m"”) fogalom metszet-irreducibilis. Ha egy kontextus
sor- és oszlop-redukdlt is, akkor redukaltnak nevezziik.

2.3. Dobozhaldk

Az alfejezet alapjdul szolgdlé fogalmakat mint példdul osztédlyozdsi
rendszer, dobozelem, dobozhdls, Radeleczki Sandor vezette be [36],
[37] cikkeiben. A dobozelemek, dobozhald szolgél tovéabbi kutatédsaink
alapjdul.

2.16. Definicié. Legyen G egy halmaz és P = {G; |j€ J} a G

halmaz nemiires részhalmazaibdl 4ll6 rendszer. A P halmazrendszert G

egy particiéjanak nevezziik, ha .UJGj = G és G;NGy = 0 minden j #
je

k esetén. A G részhalmazokat a P particié blokkjainak nevezziik.

2.17. Definicié. Legyen P, = {A;|i€l} és P, = {B;|j€ J} a
G halmaz két particidja. Azt mondjuk, hogy P, finomabb, mint P,
(jelolés: Py < P,), ha P, minden egyes blokkja eléall Pj-beli blokkok
egyesitéseként.

2.18. Definicié. Legyen (G, M, I) egy kontextus és P = {G, | j € J}
a G egy partici6ja. Azt mondjuk, hogy a P particié6 a G halmaz
egy extenzié-particiéja, ha G = G teljesiil minden j € J es-
etén (azaz a G; blokkok zartak kozos tulajdonsigaikra nézve). (Az
extenzié-particiékat adatbanydszatban, illetve miiszaki alkalmazasok-
ban is gyakran nevezik osztélyoknak.)

A definiciébdl konnyen beldthatd, hogy extenzidé-particick metszete
is extenzié-particié. Megkonstrudlva az Gsszes extenzié-particiok met-
szetét megkapjuk a (G, M, I') kontextus legfinomabb extenzié-particié-
jat, melyet mg-val jeloliink.

2.19. Definicié. Legyen L egy teljes hal6. Az L nemzéré elemeibdl
all6 S = {a; | j € J} rendszert a hilé egy osztdlyozdsi rendszerének
nevezziik, ha

1. aj ANar =0 Vj # k esetén,

2.2=V (xANaj) VrelL.

jed

A G halmaz extenzié-particiéi és az L (G, M, I) hélo osztalyozési

rendszerei kozotti kapcesolatot az alabbi tételben lathatjuk:

2.20. Tétel. Ha (G, M, I) egy tetszbleges kontextus, és {G; | j € J} a

G halmaz egy extenzid-particidja, akkor a {(Gj, G;) ljed } rendszer

az L (G, M, I) fogalomhdlé eqy osztalyozasi rendszere. Megforditva, ha

(G, M, I) egy sor-redukdlt kontextus és {(A;, B;) | j € J} az L(G, M, 1)
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fogalomhdlo egy osztdlyozdsi rendszere, akkor az {A; | j € J} halmazok
G eqy extenzio-particidjat alkotjdk.

Megjegyzés: A [36]-ban a 2.20 Tételbdl kiindulva megmutattik, hogy
minden CJ-generilt teljes halé mindig tartalmaz egy legkisebb (legfi-
nomabb) osztalyozasi rendszert.

2.21. Definicié. Az L teljes hil6 egy a elemét dobozelemnek nevez-
ziik, ha megegyezik a hdlé legkisebb 0 elemével vagy a hdlé valame-
lyik osztédlyozdsi rendszerének eleme. Az L hal6 dobozelemeinek az
Osszességét B(L)-el jeloljiik. Az L halén értelmezett részbenrendezés
B(L)-re val6 lesziikitésével a dobozelemek egy halét alkotnak, melyet
az L hal6 dobozhdlgjanak neveziink.

Az 1. tabldzatban szereplé kontextushoz tartozé dobozhélé az aldabbi
abran lathato:

3. Abra Dobozh4lé

2.22. Tétel. Ha L egy CJ-generalt teljes hélo, akkor ®B(L) egy teljes
atomisztikus hdl6, melynek atomjai a legkisebb osztdlyozdsi rendszer
elemei.
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3. Elemi kontextushdvités és
osztalyozasi fak

Ennek a fejezetnek a targya egy kontextushoz rendelhet6 olyan speci-
alis osztélyozdsi faknak a vizsgdlata, amelyek csoporttechnolégiai alkal-
mazdsok szempontjabdl relevansak. A szakirodalom egy fontos felis-
merése, hogy ezeket az illetd kontextushoz tartozé dobozelemek exten-
zi6ibdl épithetjiik fel. A fejezetben eldszor megvizsgdljuk, hogy egy
kontextus objektumhalmazdnak bovitése illetve sziikitése sordn a kon-
textushoz tartozé dobozelemek extenziéi hogyan valtoznak. Kiilon fi-
gyelmet forditunk a kontextusok elemi bovitésére, amikor a kontextust
egy elemmel bovitjiik, amelynek a tulajdonsdgai a méar meglévo at-
tribitumhalmazbdl szarmaznak. Ezt a lépést ismételve kiterjeszthetd
tobbelemii bovitésre is.

Definidljuk az osztalyozdsi fa és tin. teljes osztdlyozasi fa fogalmat és
megvizsgdljuk, hogyan véltozik az utébbi szerkezete a kontextus elemi
bévitése soran.

3.1. Doboz-extenzidk

Els6 lépésként bemutatjuk azokat a [10]-bdl dtvett definicidkat és
allitasokat, tételeket melyek nélkiilozhetetlenek az eredményeink is-
mertetéséhez.

3.1. Definicié. Legyen (G, M, I) egy kontextus. Egy £ C GG halmazt
doboz-extenziénak neveziink, ha E a kontextus valamely extenzio-
partici6janak egy osztélya vagy F = @”. (Konnyen beldthato, ha @” #
@, akkor {G} a kontextus egyetlen extenzié-particiGja).

3.2. Megjeqyzés. Mivel egy tetszoleges T extenzié-particié barmely osz-
télya o (legfinomabb extenzié-particid) osztélyainak az unidja, ezért
bérmely doboz-extenzié is 7y valamely osztédlyainak az unidja. Meg-
forditva, ha egy E # @" fogalom-extenzié 7 valamely osztédlyainak az
unidja, akkor F és m azon osztdlyai, amelyek nincsenek E-ben, G-nek
egy extenzio-particiéjat alkotjak.

AT
B %4

Mo

4. Abra
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Egy g € G objektum esetén jeloljitk g-=-val a mo legfinomabb extenzié-
particié azon (egyetlen) osztalyat, ami a g elemet tartalmazza (a jelolés
magyarazatat ldsd a 3.4 Megjegyzésben). Konnyen beldthato, hogy
™" a legkisebb olyan doboz-extenzié, ami g-t tartalmazza. Mivel
g € ¢°° minden g € G-re, ezért beldthatjuk, hogy egy F # " extenzié
akkor és csakis akkor doboz-extenzid, ha tetszoleges g € G esetén

geE=¢"" cE,
ez pedig ekvivalens azzal, hogy
g¢ E+—= ¢""NE=0.

3.3. Allitas. Doboz-extenzidk metszete is doboz-extenzid.

Egy K = (G, M,I) kontextusbél kiindulva definidlunk egy Kn =
(G, M,0) kontextust a kovetkezOképpen:

d
gOm PLIN g== Cm.

3.4. Megjegyzés. Az 4j Kpn = (G, M,) kontextus esetén 00 = G x M
egy bindris reldcié. Vegyiik észre, hogy egy tetszoleges g € G objek-
tum esetén a g-t tartalmazé legkisebb fogalom-extenzié Kp-ben (ami
dltaldban, mint a 2. fejezetben is lathattuk {g}"-vel jeloltiik) valéban
a g"" halmaz. Csakugyan, mivel minden (A, B) € L(G, M, 1) foga-
lom esetén A = N{m’ | A C m'} és mivel g"" egy fogalom-extenzio,
ezért g°Y =N {m’ | 975 C m’}. Mésrészt a Ko kontextusban (a [
reldciéra nézve) g7 = {m e M | gOm} = {me M | ¢"7 C m’}, g-t
tartalmazo legkisebb Kp-beli fogalom, vagyis a (gD)D nem mas, mint
{z € G| 20m minden m € g7} =

= {:c € G | 255 C m/ minden olyan m € M-re, amire g=°= C m/ } =
={zeG|zcn{m ¢ Cm'} } ={zeqG |2 C g7} =
={zeGlzegP}=4".

Az elmondottakbdl nehézség nélkiil levezethetd az aldbbi tétel:

3.5. Tétel. [10] A kivetkezd kijelentések ekvivalensek:
a.) F a K kontextus doboz-extenzidja;
b.) E a K és K kontextusnak is extenzidja.

Ez annyit jelent, hogy a K kontextus doboz-extenzidinak a zardsi rend-
szere nem mads, mint a K és K extenzioi dltal alkotott zédrdsi rendsze-
rek metszete. FEzek szerint a o particié osztélyai a legkisebb (nemzéro)
doboz-extenzidk lesznek, mitobb minden doboz-extenzié megkaphaté
ezek unigjaként. Konnyen beldthato, hogy egy ilyen unié a haléelméleti
szuprémum is egyben, azaz:

3.6. Kovetkezmény. [10] A K kontextushoz tartozé doboz-elemek egy
olyan atomisztikus hdlét alkotnak, ahol az atomok nem mdsok, mint a
mo legfinomabb particio osztdlyai.
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A legfinomabb extenzié-particié algoritmikus megkonstrudldsa rész-
letes vizsgalat targya volt [10]-ben. Kovetkezd lépésként bemutatunk
egy algoritmust [10], amely megadja egy K = (G, M, I') kontextus legfi-
nomabb extenzié-particiéit (itt a legfinomabb extenzié-particit F-el
jeloltiik):

finextpart

begin

F:={¢"|geG}
While there are X, Y € F, X #Y with X NY # ()
do F=(F~{X,Y}HU {(X, Y)"} ;

end

3.2. Egy részkontextushoz tartozo
doboz-extenziok

Ebben az alfejezetben megvizsgéljuk a K = (G, M, I) kontextus exten-
zi6-particioi és (G, N,I NG x N) illetve (H,M,I N H x M) részkon-
textusainak extenzié-particiéi kozotti kapcesolatot.

Az alfejezetben bemutatott éllitdsokat és kovetkezményeket a [10]-es
cikkbol vettiik at, ahol sziikséges a bizonyitdsokat is roviden bemu-
tatjuk.

3.7. Allitas. A (G,N,ING x N) részkontextus egy extenzid-particidja
eqyben a K kontextusnak is extenzid-particidja.

Bizonyitas. Mivel a (G, N,I NG x N) tetszbleges F extenzidja egyben
extenzidja a (G, M, I') kontextusnak is (lasd [9]), ezért az 4llitas azonnal
kovetkezik. (I

3.8. Kovetkezmény. A (G,N,I NG x N) részkontextus doboz-
extenzioi eqyben a K kontextusnak is doboz-extenzidi.

3.9. Allitdas. Ha 7 = {A, |k € K} a K kontextus egy extenzio-
particidja, akkor

tn={ANH | ke K}\ {0

a (H,M,INH x M) részkontextus egy extenzio-particidja. (Ha m a K
kontextus legfinomabb extenzid-particidja, akkor a lesztkitéssel kapott

my rendszer a H halmaz eqy extenzid-particidja, de nem feltétlendil a
legfinomabb).

Bizonyitds. Nyilvanvalé, hogy my H-nak egy particiéja és ismert, hogy
a (G, M, I) kontextus minden F extenziéja esetén EN H a (H, M,IN
H x M) részkontextus egy extenzidja. Tehdt minden A, N H a részkon-
textus egy extenzidja. (Il

3.10. Kovetkezmény. Ha E a (G, M, ) kontextus doboz-extenzidja,

akkor ENH a (H,M,INH x M) részkontextus doboz-extenzidja.
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3.11. Allitas. Ha E a (G, M,I) kontextus egy doboz-extenzidja, és
H =G~ {z} akkor
(1) E a (H,M,INH x M) részkontextus doboz-extenzidja és EN 255 =

0 vagy
(2) E~A{z} a (H,M,INH x M) részkonteztus doboz-extenzidja.

Bizonyitds. Az el6z6 kovetkezménybol rogton lathaté, hogy £ N H a
(H, M, INH x M) részkontextus doboz-extenziéja. Két eset lehetséges:
(1) Ha z ¢ E, akkor EN H = E és mivel E egy doboz-extenzi6, ezért
En P9 =9.

(2) Ha z € E akkor ENH = E~\ {z}. O

3.12. Megjegyzés. Minden A C H halmaz esetén A" N H a (H,M,IN
H x M) részkontextus legkisebb olyan extenzidja, amely tartalmazza
A-t. Ha H = G\ {z}, 2 ¢ A” akkor az extenzi6 megegyezik A-val.

3.13. Allitas. Legyen H = G~ {z} és A C G. Az A halmaz pontosan
akkor a (G, M, I) kontextus mo legfinomabb extenzié-particidianak egy
blokkja, ha

(1) vagy A = 22-

(2) vagy A a (H,M,I N H x M) részkontextus legfinomabb extenzid-
particiojdnak eqy 255 -6l kilonbozo blokkja.

3.3. Elemi kontextusbovitések

Az el6z6 alfejezetben azt vizsgdltuk, hogy a kontextus objektum-
részének lesziikitésével kapott részkontextus 6rokli-e az eredeti kontex-
tus extenzidit, doboz-extenzidit, extenzidé-particiéit. A tovabbiakban
a kontextus elemi bovitésével foglalkozunk, azaz az objektumhalmazt
egyetlen elemmel bévitjiik, mely elem ugyanabbdl az attribidtumbhal-
mazbol rendelkezik bizonyos tulajdonsdgokkal, mint az eredeti objek-
tumok.

Legyen (G, M,I) egy kontextus és (H, M,I N H x M) egy részkon-
textusa. Az eredeti (G, M, I) kontextust a (H, M,INH x M) részkon-
textus elemi kiterjesztésének nevezziik, ha létezik olyan z € G elem
amire H = G~ {z} . Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy a (G, M, I)
kontextus doboz-extenzi6it megkaphatjuk a (H, M, I N H x M) doboz-
extenziéibol.

3.14. Definicié. [10] Legyen (G, M, I) egy kontextus. Azt mondjuk,

hogy P C H = G ~\ {z} objektumhalmaz a z € G objektum egy
premisszdja, ha z € P”.

3.15. Tétel. [10] Ha H = G~{z}, akkor a z elemet tartalmazé E C G
halmaz pontosan akkor doboz-extenzidja a (G, M, 1) kontextusnak, ha

a kovetkezo feltételek teljesiilnek:
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1) E a (G, M,I) kontextus egy olyan extenzidja, amely tartalmazza
z-t,

(2) ExA{z} a (H,M,INH x M) egy doboz-extenzidja,

(3) E tartalmazza a (H, M, INH x M) legfinomabb extenzio-particidinak
minden olyan blokkjdt, ami z-nek premisszdja.

Vezessiik be a P jelolest a (H,M,I N H x M) azon legfinomabb
extenzié-particiéinak az uniéjara, amelyek tartalmazzék z-t.

3.16. K6vetkezmény. [10] Az E = 2" halmaz a (G, M, I) kontextus
legkisebb olyan doboz-extenzidja, amelyre egyszerre teljesil a PYU{z} C
E tulajdonsag és az, hogy E~ {z} a (H,M,INH x M) egy doboz-
extenzidja.

3.17. Kovetkezmény.[10] Az {z} halmaz pontosan akkor a (G, M,I)

kontextus doboz-extenzidja, ha {z}" = {2} és PY = (). Ebben az esetben
0o
z =271,

Az elmondottak alapjan a (G, M, I') kontextus minden doboz-extenzi-
6ja vagy a sziikebb (H, M, I N H x M) kontextus egy doboz-extenzidja,
vagy EU{z} alaku, ahol {z} =G\ H, Fa (H,M,INH x M) doboz-
extenzidja. Hogy mikor melyik eset kovetkezhet be, erre ad vilaszt az
alabbi tétel:

3.18. Tétel. [10] Legyen (G, M, I) egy kontextus, és E a (H,M,IN
H x M) részkontextus egy doboz-extenzidja, ahol H = G~ {z} . Ekkor
1gazak az alabbi kijelentések

(i) E akkor és csakis akkor a (G, M, I) doboz-extenzidja, ha PP NE" =
0;

(ii) E* = EU{z} akkor és csakis akkor doboz-extenzidja a (G, M,T)
kontextusnak, ha z°°\ {2} C E és (EU{z})" = BEU{z}.

A kovetkez6kben bemutatunk két algoritmust a [10] cikkb6l amelyet
felhaszndlunk az alkalmazédsaink sordan. Az algoritmusoknédl az eredeti
jeloléseket haszndljuk, igy példaul a E,y := F értékadds a mi jelolé-
seinkkel F,;; <— FE lenne.

1. Algoritmus Az algoritmus célja megkeresni azt az E := 2z"° osz-

téalyt, amelyik tartalmazza a K = (G, M, I) kontextus legfinomabb
extenzié-particiéjanak egy z elemét. Ismertnek tekintjiik a K kontextus
Ko = (H, M, INH x M) részkontextusanak legfinomabb {h**| h € H},
H = G\ {#} extenzié-partici¢jat.

begin
E :={z};
for he Hdoif z¢€ (h**)" then E := E U h*,
repeat
ready := TRUFE;
Eqq = E;
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E = (Eozd)”;
for h € EN FEyq do
of h** & E then
E = FEUh™,
ready := FALSE}; }
until ready;
end

2. Algoritmus A 3.18. Tétel alapjan algoritmust konstrudltunk egy
elemi kontextusb6vités doboz-extenzidinak az el6éllitasara (ismertnek
tételezve fel az eredeti, sziikebb kontextus doboz-extenziéit, melyeket
az S listdban tarolunk).

begin
L:= {zDD} ;
for E €S do

if E"NzP9 =0 then L:=LU{FE};
if 2P0\ {2z} C E then E* .= EU{z};
if ()" = E* then L :=LU{E"};
end

3.4. Osztalyozasi tak és CD-independens
halmazok

Ebben az alfejezetben definidlom az osztalyozési fa fogalmat, és meg-
vizsgdljuk az osztdlyozasi fa és egy hélé CD-independens halmazai
kozotti szoros kapcsolatot. A fejezet végén bemutatunk egy algorit-
must, amely egy doboz-extenzié hdalé osztdlyozdsi fait in. ortogondlis
elemrendszerek segitségével konstrudlja meg.

Legyen (P, <) egy részbenrendezett halmaz, melynek van legnagyobb
eleme 1 € P éslegyen T C P, T # () egy részhalmaza. Tekintsiik az
alabbi feltételeket:

[t) N'T lanc barmely ¢ € T-re; (1)
[) NT (nemiires) ldnc barmely x € P\ {0}-ra. (2)

3.19. Definicié. (i) A T halmazt irdnyitott erdének nevezziik, ha
teljesiti az (1) feltételt. T irdnyitott fa, ha irdnyitott erdé és 1 € T'
is teljesiil.

(ii) T-t osztdlyozasi fanak nevezziik, ha teljesiti a (2) feltételt és
1 € T. T maximadlis osztdlyozasi fa, ha nem valédi részhalmaza
egyetlen mds osztédlyozasi fanak sem.

Példdk: A (P, <) részbenrendezett halmazban minden 1 € P elemet
tartalmazoé lanc egy osztélyozdsi fa. Nyilvanvaléan minden osztédlyozasi

fa egy irdnyitott fa is egyben. Ha a,b € P, a # b egy antildnc, akkor
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{a,b,1} egy irdnyitott fa, azonban ha {a,b}-nek van 0-t6l kiilonboz6
alsé korlatja P-ben akkor {a, b, 1} nem osztélyozasi fa.

3.20. Megjegyzés. A definici6kbdl azonnal kovetkezik hogy egy irdnyi-
tott erdd (irdnyitott fa, osztélyozési fa) minden az 1 elemet tartalmazo
részhalmaza ugyancsak irdnyitott erdd (irdnyitott fa, osztalyozési fa).

Egy 0-elemes (P, <) részbenrendezett halmaz tetszbleges a,b € P ele-
me esetén jeloljiikk a A b-vel inf{a,b}-t (a és b legnagyobb alsé kor-
latjét), amennyiben az létezik. P egy nemiires H részhalmazét a (P, <)
részbenrendezett halmaz egy A-részfélhaldjanak nevezziik, ha minden
a,b € H-ra a A b létezik (P, <)-ben ésaAb¢€ H.

Vezessiik be most a p C P? reldciét a kovetkezéképpen:
barmely a,b € P-re

apb <= a < bwvagy b < avagy aNb=0.

Konnyen beldthatd, hogy p reflexiv és szimmetrikus, vagyis egy tgy-
nevezett tolerancia relacio.

3.21. Definicié. Legyen (P, <) egy részbenrendezett halmaz, B C P
és R egy tolerancia reldcié B-n, akkor:

(i) B-t tolerancia elbosztalynak nevezziik, ha minden z,y € B-re
TRy.

(ii) B tolerancia el6osztalyt tolerancia osztédlynak nevezziik, ha B
maximélis az el6z6 tulajdonsdgra nézve, azaz minden egyéb z ¢ B-re

létezik b € B gy, hogy (z,0) ¢ R.

A kovetkez6 tétel az elébbiekben bevezetett fogalmak szoros kapcso-
latdt mutatja be:

3.22. Tétel. Legyen (P, <) egy korldtos részbenrendezett halmaz és
T C P egy nemiires részhalmaza. Akkor ekvivalensek az aldbbi dllitdsok:
(i) T egy irdnyitott fa és T U {0} N—részfélhdldja (P, <)-nek;

(i) T egy osztalyozasi fa;

(iii) T egy p elbosztaly, amely tartalmazza az 1-elemet.

Bizonyitas. (1)=(ii) Tegyiik fel hogy (i) teljesiil. Ahhoz, hogy iga-
zoljuk, hogy T osztdlyozasi fa, elég megmutatnunk, hogy minden x €
P\{0}ra[x)NT ={t €T |t>x} egy lanc.

Legyen t1,t5 € T és t1,ty > x tetszbleges. Akkor t; Aty = 0 nem
lehetséges és mivel t; Aty € T U {0}, ezért t; Aty =t € T. Mivel
t1,ta € [t) NT, ezért ¢y és to Osszehasonlithato, igy {t € T |t > x} egy
léanc.

(ii)=-(iii) Legyen T egy osztélyozasi fa (P, <)-ben. Bebizonyitjuk, hogy
T barmely két eleme p relaciéoban van. Legyen a,b € T'.

Ha a A b = 0, akkor apb.
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Ha a Ab = ¢ # 0, akkor a,b > ¢ és igy a,b € [c) N T, ezért a (2)
tulajdonsag alapjan a és b osszehasonlithaté kell legyen. Tehat ismét
azt kapjuk, hogy apb. Mivel T osztalyozasi fa ezért 1 € T.
(iii)=(1) Tegyiik fel most, hogy T egy p tolerancia el6osztdly, ami
tartalmazza az 1 elemet. Akkor minden a,b € T-re a A b létezik és
aNb e {a,b,0} CTU{0}. Tehat T U {0} egy A—részfélhdls (P, <)-
ben. Ahhoz, hogy igazoljuk, hogy T irdnyitott fa, elég beldtnunk hogy
minden ¢ € T-ra [t)NT ={x € T | x >t} egy lanc.

Legyen x1, x5 € T gy, hogy x1,xs > t. Akkor x; A x5 nem lehet 0.
Mivel T egy p tolerancia eléosztély, ezért x1pro, amibol x1 > xo vagy
xo > 11 kovetkezik. Tehdt {z € T'| x > t} egy lanc. O

Egy (P, <) 0-elemes részbenrendezett halmaz egy a € P elemét atom-
nak nevezziik, ha a a 0 elem rékovetkezdje, vagyis 0 < a. A (P, <)
részbenrendezett halmaz atomjainak az Osszeségét A(P)-vel jeloljiik.
Nyilvanval6, hogy A(P) minden p tolerancia osztdlynak részhalmaza.
Igy a 3.22 Tételbdl azonnal adédik az alabbi kovetkezmény

3.23. Kovetkezmény. Legyen (P, <) egy 0-elemes részbenrendezett
halmaz és T C P egy osztdlyozasi fa (P, <)-ben.

(i) Ha S C A(P), akkor T'U S is egy osztalyozdsi fa.

(ii) Ha T egy mazimdlis osztdlyozdsi fa, akkor A(P) C T.

Az aldbbi definiciét Czédli Gabor vezette be [5] cikkében.

3.24. Definicié. Legyen L egy hdl6, amely tartalmaz legkisebb 0
elemet. Egy X részhalmazit L-nek CD-independensnek nevezziik,
ha barmely z,y € X-re x < y vagy y < x vagy x Ay = 0. Azaz barmely
két eleme X -nek 6sszehasonlithaté (angolul comparable) vagy diszjunkt
(disjoint), innen ered az elnevezése a halmaznak. A maximalis CD-
independens részhalmazokat CD-bazisoknak nevezziik.

3.25. Megjegyzés. A fenti definiciébdl azonnal kovetkezik, hogy egy L
hélé minden X C L CD-independes halmaza egy p el6osztaly.

3.26. Allitas. Legyen L eqy korldtos hals, amelynek legkisebb elemét
0-val jelolyiik és T" C P egy nemiires részhalmaza. Akkor ekvivalensek
az aldabbr dllitdsok:

(i) T egy CD-bazis L-ben;

(ii)) T a p reldcid egy tolerancia osztdlya;

(iii) T' egy mazimdlis osztdlyozasi fa.

Bizonyitds. A 3.25 Megjegyzés alapjén az (i)<(ii) ekvivalencia nyil-
vanvalo.

(ii)=(iii): Legyen T" a p tolerancia egy osztdlya. Akkor 1 € T', mert
l-et minden p tolerancia osztsly tartalmazza. Igy a 3.22 Tételnek
megfeleléen T egy osztdlyozdsi fa. Legyen most V egy olyan oszté-

lyozasi fa ami tartalmazza T-t. Akkor 1 € V és igy a 3.22 Tétel
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értelmében V' egy p tolerancia eléosztdly. Mivel T' tolerancia osztaly és
T CV,ezért T =V. Tehdt T egy maximélis osztdlyozési fa.

(iii)=-(ii) Nyilvdnval6, mivel minden osztélyozdsi fa egy tolerancia elé-
osztdly és minden tolerancia osztdly nem m&s mint egy maximalis tole-
rancia eléosztély. (Il

Legyen (P, <) egy részbenrendezett halmaz, (P, P, <) a hozz4 tartozé
kontextus és L(P, P,<) a kontextushoz tartozé fogalomhdls. Ismert
tény, hogy L(P, P, <) a (P, <)-t tartalmazé ,legsziikebb” teljes haléval,
vagyis (P, <) Dedekind-MacNeille-féle lezardsdval izomorf. (lasd [3])
Vagyis létezik ¢ : (P, <) — (L(P, P, <), <) ugy, hogy

a<b<e pla) <) és p(x) = ((z],[r)) minden z € P-re.

3.27. Tétel. ([V3]) Legyen (P, <) egy részbenrendezett halmaz és T C
P egy osztalyozasi fa, akkor ¢(T) egy osztdlyozasi fa az (L(P, P, <), <)
fogalomhdlsban is.

Bizonyitds. FElég megmutatnunk, hogy (7)) egy az L(P, P, <) halé
legnagyobb elemét tartalmazé p eldosztély.

Az L(P, P, <) fogalomhdl6 legnagyobb eleme ¢(1) = (P,1). Mivel
1 € T kovetkezik, hogy (1) € ¢o(T).

Legyen most b — p(u) = ((ul, [u)) € p(T) és ¢ = p(v) = (1], [v)) €
o(T') tetszoleges. Ha bAc = (0, P) ami az L(P, P, <) zéruseleme, akkor
bpc és kész vagyunk. Tegyiik fel, hogy b A ¢ # 0 akkor u A v # 0. Mivel
u,v € T, uNv # 0 csak gy lehetséges, ha vagy u < v vagy v < u. De
akkor b = ¢(u) < p(v) = ¢ vagy ¢ = p(v) < ¢(u) = b. Tehat minden
esetben a bpc eredményt kapjuk, igy o(T') egy p elbosztély. O

3.28. Definicié. Legyen L egy teljes hdlé, amely tartalmazza a
legkisebb 0 elemet is. L nemzéré6 elemeinek az O = {a; |i € [}, # &
halmazat L ortogondlis rendszerének nevezziik, ha a; A a; = 0,
1 # j. O egy teljes ortogondlis rendszer, ha nem létezik olyan
ortogonélis rendszer, amely 6t tartalmazza (azaz nem lehet nemzéré
elemmel boviteni tgy, hogy osztélyozasi rendszer maradjon).

3.29. Definicié. Legyen L egy teljes héld, amely tartalmazza a 0
elemet és Sy ={a; |i €1}, # @, Sy ={b;|je J}, J# @ két orto-

de

gondlis rendszer. Ekkor S; Sf Sa, ha minden i € I-re létezik j(i) € J
ugy, hogy a; < bj;). Konnyen ellendrizhetd, hogy < egy részbenren-
dezés. Jelsljiik az L halé ortogonélis rendszereinek sszességét Ort(L)-
el. Konnyen beldthato, hogy az ortogonadlis rendszerek halmaza az el6bb
értelmezett részbenrendezéssel egy halot alkot, (Ort(L), <) szintén egy
halo.

3.30. Megjegyzés. (i) Jelolje 0 az L teljes hél6 legkisebb elemét és 1
a legnagyobb elemét (ismert tény, hogy minden teljes halé korldtos is
egyben), akkor Sy = {0} a legkisebb, S; = {1} pedig a legnagyobb
ortogonalis rendszer L-ben. Tehat (Ort(L), <) egy korldtos halo.
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(ii) Jelolje A(L) egy véges hdlé atomjainak a halmazat. Konnyen
lathat6, hogy A(L) egy teljes ortogonalis rendszer, mi tobb, [15]-ben a
szerzOk igazoltdk, hogy L egy O ortogondlis rendszere pontosan akkor
teljes, ha A(L) < O.

A [V10] illetve a [15] cikkekben bizonyitdst nyert a kovetkezd tétel:

3.31. Tétel. Legyen L wvéges hdlo és T eqy osztdlyozaist fa L-ben.
Akkor

(i) T-hez taldalhato egy olyan C = {Sx | A € A} lanc Ort(L)-ben, amely-
re T = /\LEJASA. (lasd [V4])

(ii) Ha T egy CD-bazis (azaz egqy mazximdlis osztdlyozasi fa), akkor C
egy maximalis ldnc Ort(L)-ben és |T| = |C|. (ldsd [15])

A 3.31 Tétel (i) pontjét felhasznélva programot irtunk osztalyozasi
fak megkonstrudldsdra a dobozhdléban. Azért vélasztottuk a specidli-
sabb dobozhdl6t, mivel a kovetkezo fejezetben bemutatott alkalmaza-
sunk ezt koveteli meg. A teljes program tobb algoritmusbdl épiil fel,
minden algoritmus mellett feltiintettiik az algoritmusok hatékonysdg—
vizsgalatat is. Az els6 algoritmusnél részletesen bemutatjuk a hatékony-
sdgvizsgalat kiszamitasat, a tovabbi algoritmusokndl csak a végered-
ményt irtuk le. A program bemeneti adatait a [29]-ben taldlhaté
DOBOZ algoritmussal kaptuk meg.

A KTSUM eljéras bemenete a DS métrix, melyben a doboz-extenzié-
kat tdroljuk, olyan médon, hogy soronként a doboz-extenzidkat taroljuk
(m darab), oszlopai pedig az objektumoknak felelnek meg (n darab).
Ha a j-edik doboz-extenzié tartalmazza az i-edik objektumot, akkor
DS[j][i] = 1, kiilonben 0. Felhasznaljuk tovabbd a kontextus matrixot,
melynek sorai lesznek az objektumok (n darab), oszlopai pedig a tu-
lajdonsagok (k darab), ha az i-edik objektum rendelkezik a l-edik tu-
lajdonsdggal, akkor Ki][l] = 1, kiilonben 0. Ezeket a bemeneti ada-
tokat felhasznélva a KTSUM eljérds megszamolja minden egyes doboz-
extenzio kozos tulajdonsagainak a szamat és ezt a doboz-extenzidkhoz
rendeli hozzd gy, hogy egy 1j oszlopot rendeliink a DS matrixhoz
(n + 1-edik oszlop), amelyben a kozos tulajdonsagok széamét taroljuk.

KTSUM(DSmX(n+1))
1. for j«—1tom
2. do forl—1tok

do g[l] — 1
fori—1ton

doif DS[i][j] =1

then forl—1tok
do if g[l] > Klil[l]
then g[l] < 0

© 0N O W

DS[j][n+1] < 0
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9. forl—1tok
10. do DS[jl[n + 1] < DS[jl[n + 1] + g[I]

Megjegyzés. A KTSUM eljaras all egy m lépésszamii ciklusbdl, melyben
tovabbi hdrom, rendre k, n és ijbdl k lépésszami ciklus van. Az elso és
utolsé ciklus tsszesen egy linedris utasitast hajt végre (k+k id6igény),
mig a kozépsod ciklus egy dontés, abban egy ciklus és tjabb dontésbol
egy értékaddst hajt végre, ezek linedris utasitdsok. Osszeszdmolva tehdt
az algoritmus iddigénye m * k * n * k,azaz maximélisan O(n?k?).

Ezek utdn meghivjuk a RENDEZ eljardst, mely a DS matrixunkban
soronként tarolt doboz-extenzidkat a kozos tulajdonsdgaiknak megfele-
16en novekvo sorrendbe rendezi a sorindex névekedésének irdnydban
(soronként lefelé haladva). A legrosszabb eset, ha a program mag
minden esetben végre van hajtva, ez 3(n+1) lépés, mivel két sorvek-
tor cseréjét egy segédviltozéval hajtjuk végre. A dupla for ciklus
lépésszama (m_l)m, a teljes futdsi id6 pedig ezek szorzata. Tehdt tsszes-

)
ségében a futdsi idé O(m?n).

RENDEZ(DSmX (n+ 1)) */ Futdsi ideje linedris, O(m?n)
1. forj«—1tom—1
2. do fori«—j+1tom

3. do if DS[jl[n + 1] > DS[i][n + 1]

4. then DS[j| «— DS]i] /* sorvektorok
cseréje

5. return

Az ORTOFA eljaras megad egy gyok (gyokér) mutatét, melybél ki-
indulva egy ortogonilis rendszerekbol alkotott fan mehetiink végig. A
fa tdroldsara hasznalt mutaté szerkezete:

- pladat], egy n hossziségu vektor, ebben tdrolom a doboz-extenzi6t

- plelozo] egy mutat6, amely azt mutatja, ki az &t megel6z6, tehat a
nagyobb elem

- plgyerek] egy szamlalé, amely azt mutatja, hogy hdny ortogonalis
agra osztédik az adott doboz-extenziébdl a fank a tovabbiakban

- plkov;] az i-edik eldgazasban a kovetkezd elembe vezetd mutaté

Az eljarasban a FUZ eljérast hivjuk meg a gyokér mutatonkra és az
eddigi osszes dobozelemiinkre.

ORTOFA(DS)

1. D« DS

2. gyok «— new

3. gyokladat] — 1E /¥ 1E(1Xn) «—[1,1,...,1]
4. gyoklelozo] «— nil

5. gyok[gyerek] «— 0

6. FUZ(gyok, D, m)
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7. retrurn gyok

A FUZ egy rekurziv algoritmus, amely a kovetkezoképpen miikodik:
Paraméterében egy mutaté (pf) van, ami egy aktudlis csomépontot
jelol illetve az a maétrix van, amelybdl a tovdbbiakban épithetjiik a
fat. Ha taldl egy a meghivott doboz-extenziéra rakovetkezot (ezt vizs-
géilja a BENNE fiiggvény), akkor ezt felveszi a fiba (pm - mostani
mutatéba). Innen két irdnyba mehetiink tovdbb. Vannak azok a
doboz-extenzidk, amik benne vannak az aktudlis doboz-extenzidkban
(B métrix) és vannak olyanok, amik ortogonalisak azzal (ha vannak),
ezeket az A métrixban gyfjtjiikk Ossze. Innentdl kezdve meghivjuk
kiilon-kiilon a két dgra a FUZ algoritmust ismételten, egészen addig,
amig a halmazosztds nem ad tovabbi eredményt, tehdt elériink arra a
szintre, hogy sem ald, sem mellé nem keriil tobb elem, amennyiben ala
nem keriil tobb, gy azt lekotjiik a O-ra, tehat a rdkovetkezé mutatéd
értéke iires (nil).

A FUZ algoritmus egy rekurziv algoritmus, magja linedris idejfi,
mivel csak linedris utasftdsokat tartalmaz, ugyan tartalmaz egy eldl
teszteld ciklust, d&m az csak egy egyszerii keresés, melyben visszalépés
nincs, igy ez is linedrisnak tekintendd. Az alapprogramunk O(m?)
futdsi idejii. Ami a rekurzivitast illeti, a tovabblépés feltétele egy hal-
maz folyamatos sziikitése és felosztdsa, amig marad adatunk. Tehdt a
program futési ideje O(m?2°8™),

FUZ(pf,D,m) */ pf mutatd, D (mxn) métrix, m természetes
szam

1. A<0 */A(mxn) métrix

2. B0 */B(mxn) matrix

3. 10

4. nincs < true

5. while (i < m) and nincs

6. do 1+ +

7. if BENN E(DIi], pladat])

8. then nincs < false

9. pm <— new

10. pmlelozo] — pf

11. pflgyerek] + +

12. pf[kOUpf[gyerek]] —pm

13. pmladat] < DIi

14. pm[gyerek] < 0

15. ma < 0

16. mb «— 0

17. forj—i+1tom

18. do if ORTO(D]j], pm[adat])

19. then BERAK (A, D[j], ma)

20. if BENNE(D]j],pm[adat])
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21. then BERAK (B, D[j], mb)

29. if mb=0

23. then pm[gyerek] + +

24. PEOUpmgyerer]] — nil
25. else FUZ(pm, B, mb)

26. if ma >0

27. then FUZ(pf, A, ma)

28. return

Kisebb algoritmusokba irtunk ki néhdny fiiggvényt, igy példdul:

BENNE(A,B) - fiiggvény ami azt mondja meg, hogy az A vektorban
tarolt doboz-extenzié tartalmazza-e a B-ben taroltat;

ORTO(A,B) - fiiggvény, ami azt vizsgilja, hogy az A illetve a B
vektorban tarolt doboz-extenziék metszete zérus-e;

BERAK(A,V,m) - eljaras, amely az A métrixba 1j sorként beilleszti
a V vektort, m + 1-edik sorként.

BENNE(A, B) */ Futdsi ideje linedris, O(n)
1.bent < true

2.for i« 1ton

3. doif Ali] > Bli]

4. then bent < false

S.return bent

ORTO(A, B) */ Futdsi ideje linedris, O(n)
1. ort < true

2. fori—1ton

3. doif Ali] = BJi]

4. then ort < false

d.return ort

BERAK(A,V,m) */ Futési ideje linedris, O(n)
1. m++

2. fort«—1ton

3. do Alm|[t] < Vt]

4. return A,m

Mint érdekes koriilményt megjegyeznénk azt a tényt, hogy bizonyos,
az L héléra vonatkozo feltételek mellett, L. CD-bézisai egyenld elem-
szamuak.

A tovédbbiakban bemutatok egy tételt amely megad két olyan, a disz-
tributiv hélékat dltaldnosité haléosztédlyt, ahol a CD-bédzisok egyenld
elemszamuiak. Eloszor meg kell ismerniink néhény fogalmat:

3.32. Definicié. (i) Legyen L egy 0 elemes hdlé. Egy a,b € L

elempdrost disztributiv parosnak neveziink, ha minden ¢ € L esetén
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cV(avb) = (cANa)V (cADb). Azt mondjuk, hogy az L hél6 dp-
disztributiv, ha minden a,b € L péar amire a A b = 0 teljesiil, egy
disztibutiv péros.

(ii)Egy L halét moduldrisnak neveziink, ha barmely z,y,z € L ele-
mekre teljesiil < z = (x Vy) Az = (zV (y A 2).

(iii) L-t gyengén moduldrisnak nevezziik, ha minden a € L, a # 0
esetén az [a) foidedlja egy moduldris halo.

(iv) L-t fokszdmozott halénak nevezziik, ha L-ben minden maxi-
mélis ldnc azonos hosszisagu.

A kovetkez6kben bevezetiink egy feltételt (1dsd [15]), amelyet a tételiink-
ben fogunk haszndlni:

ha a Ab # 0, akkor (x < aVbésxAa=0) = z <b, minden
a,b,x € L-re. (*)

3.33. Tétel. ([15]) (i) Egy dp-disztributiv L hdlé CD-bazisai pontosan
akkor egyenlo elemszdmiak, ha L fokszdamozott hdlo.

(ii) Ha L egy olyan véges, gyengén modularis hdlo, amely tejesiti a (*)
feltételt, akkor CD-bdzisai eqyenlé elemszamaiak.

3.5. Osztalyozasi fak a doboz-extenzidk
hélojaban

A kovetkezokben egy adott K = (G, M, I) kontextushoz tartozé
doboz-extenzié hiléban fogunk maximalis osztélyozasi fakat vizsgdlni,
valamint megvizsgdljuk azt, hogy ezek az osztédlyozdsi fik hogyan mo-
dosulnak egy elemi kontextusbovités esetén. Ezt a vizsgélatot a 3.35
Allitas indokolja, amely megmutatja a csoporttechnologidban relevans
osztdlyozdsi fak és egy megfeleléen vilasztott doboz-extenzié hélé osz-
talyozasi fai kozotti szoros kapcsolatot.

Az osztilyozési fa fogalma a Csoporttechnolégidban is megjelenik,
ahol G miiszaki objektumokat (alkatrészeket), M ezek lehetséges tulaj-
donsdgainak listajat, I pedig az objektumok és tulajdonsdgaik kozotti
megfeleltetést jelolik. Az értekezés terminolégidjdt hasznélva azt mond-
hatjuk, hogy a Csoporttechnolégidban osztédlyozasi fa alatt a fenti K
kontextushoz tartozoé extenziékbol 4116 olyan osztédlyozasi fakat értenek,
amelyek azzal a tulajdonsdggal rendelkeznek, hogy minden bel6liik
kivalaszthaté maximadlis antildnc a G halmaz egy lefedését jelenti foga-
lom-extenzidkkal. Ennek alapjén kézenfekvo a kovetkezod definicié:

3.34. Definicié. Egy 7 C Ext(G, M, I) osztélyozasi fét teljes osz-

tdlyozasi fanak nevezziink, ha minden maximalis {E;| i€ I} C T

antildnc esetén 'UIEi = (. Ha ezenfelil 7 nem valédi részhalmaza
1€

egyetlen teljes osztalyozdsi fanak sem, akkor maximalis teljes oszta-

lyozéasi fanak nevezziik.
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Azonnal észrevehetd, hogy egy ilyen 7 teljes, azaz ,csoporttech-
nolégiai”, osztédlyozési fa minden eleme egy doboz-extenzid, vagyis 7
valéjaban a doboz-extenziok hal6jabdl kivalasztott osztalyozasi fa.

3.35. Allitas. Legyen (G, M,I) egy véges kontextus, Ext(G, M,I) a
kontextushoz tartozé extenziok haldja és B(G, M, I) pedig a hozzd tar-
tozd doboz-extenziok hdldja. Ekkor ekvivalensek a kovetkezo dllitdsok:

(i) T C Ext(G, M, 1) egy teljes osztalyozdsi fa;

(ii) 7 egy osztdlyozdsi fa B(G, M, I)-ben és minden mazximdlis

{Ei| i eI} C T antildnc egy teljes ortogondlis rendszer B(G,M,I)-
ben.

Bizonyitds. (1)=(ii) Lassuk be elészor, hogy 7 osztalyozasi fa a doboz-
extenziok héléjaban B(G, M, I)-ben. Mivel B(G, M, I) részfelhéloja
Ext(G, M, I)-nek és tartalmazza Ext(G, M, I) zérus elemét (0), ezért
elegend6 annyit megmutatni, hogy minden A € 7 doboz-extenzid.
Mivel K véges, ezért A biztosan eleme egy {F;| i € I} C 7 maximélis
antildncnak, azaz A = Ej, valamilyen k € [-re. Mivel egy antildnc nem
osszehasonlithaté elemekbdl &4ll, ezért minden i,j € I-re E; N E; = ()
mert E;, E; € T és T egy osztalyozasi fa Ext(G, M, I)-ben. Maésrészt,
z’LeJIEi = G, mert 7 teljes. Ez azt jelenti, hogy {F;| i € I} egy extenzi6-
particidja G-nek. Tehdt A = Ej egy doboz-extenzi6é. Az elmondottak-
bél az is kovetkezik, hogy minden maximalis F;, ¢ € I antilanc része
egy ortogonalis rendszernek, gy maga is ortogondlis rendszer. Nyilvdn
ez az ortogondlis rendszer nem b&vithet6 egy tjabb Ey € B(G, M, I),
Ey # () elemmel, mert akkor E; N Ey = () minden 7 € I-re, ahonnan

kovetkezik, hogy Ey = G N Ey = 'UIEi N Ey = 0, ami lehetetlen.
S

(ii)=-(i) Ha 7 osztélyozési fa B(G, M, I)-ben, akkor nyilvanvaléan osz-
talyozési fa Ext(G, M, I)-ben is. Tegyiik fel, hogy (ii) teljesiil, akkor
elegend6 azt bizonyitanunk, hogy minden {E;| i € I} C 7 maximalis
antildnc esetén z’LeJIEi = G. Az (ii) feltétel szerint {E;| i € I} egy teljes

ortogondlis rendszer. Legyen g € G és ¢"° a hozzd tartozé doboz-
extenzié. A fentiek alapjan {E;| i € I}Ug"" nem ortogonélis rendszer,
azaz ¢°% N E), # ( valamilyen & € I-re. Mivel ¢g”" atom a doboz-
extenzick haléjaban, ebbdl kovetkezik, hogy ¢°° C E,. Tehdt azt
kapjuk, hogy G C ZLEJIEZ Mivel tudjuk, hogy iLEJIEZ» C G, ezért iLEJIEZ» =G

teljesiil. O

3.36. Kovetkezmény. 7 C B(G, M, I) akkor és csakis akkor maximd-
lis osztdlyozasi fa a B(G, M, I) dobozhdléban, ha T maximdlis teljes
osztdlyozasi fa az Ext(G, M, I) hdléban.

Bizonyitas. Legyen 7T egy maximalis osztalyozasi fa B(G, M, I)-ben.
Akkor T a B(G, M, I) hal6 minden atomjét tartalmazza. Legyen S egy

maximalis antildnc 7-ben. Mivel 7 a p tolerancia egy osztdlya, ezért S
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ortogondlis rendszer. Megmutatjuk, hogy S egy teljes ortogonalis rend-
szer. A 3.30 Megjegyzés (ii) értelmében ehhez elég azt belatni, hogy
A(B(G,M,I)) < S. Valéban, ha az utébbi egyenl6tlenség nem tel-
jesiilne, az azt jelentené hogy a B(G, M, I') halénak van olyan a atomja
ami S egyetlen elemétol sem kisebb. Mivel a 3.23 Kovetkezmény szerint
a € T, ezért ez azt eredményezné, hogy S U {a} is egy antildnc 7-ben,
ami ellentmondds. Tehat A(B(G, M, 1)) < S teljesiil és igy S egy teljes
ortogonalis rendszer. Ezért a 3.35 Allitdsnak megfeleléen 7 teljes osz-
talyozasi fa az Ext(G, M, I) héléban. Legyen most F C Ext(G, M, I)
egy teljes osztédlyozasi fa ami tartalmazza 7-t. Mivel a 3.35 Allitdsnak
megfeleléen F a B(G, M, I) héléban is osztélyozési fa és T feltevés
szerint maximaélis osztalyozdasi fa B(G, M, I)-ben, ezért F = T. Ez azt
jelenti, hogy 7 az Ext(G, M, I') haléban is maximélis teljes osztédlyozési
fa.

Forditva, tegyiik fel, hogy 7 C Ext(G, M, I) egy maximalis teljes
osztalyozasi fa. Akkor a 3.35 Allitasnak megfeleléen 7 a B(G, M, I)
dobozhéléban is osztélyozasi fa, igy részhalmaza B(G, M, I) valamely
M maximalis osztélyozési fdjanak. Mivel az elébbiek szerint M az
Ext(G, M, I) haléban teljes fa és 7T C M, 7 maximélis voltabol 7 =
M kovetkezik. Ez azt jelenti hogy 7 maximalis osztdlyozdsi fa a
B(G, M, I) héléban. O

A fentiek értelmében a 3.4 fejezetben kapott eredményeket »Csoport-
technoldgiai” osztalyozasi fakra is alkalmazhatjuk. Példdul a 3.26 Al-
litasbdl és a 3.33 Tételbol adédik az aldbbi eredmény:

3.37. Kovetkezmény. Ha B(G, M, 1) egy dp-disztributiv fokszdmo-
zott véges hdlo, vagy eqy olyan véges, gyengén moduldris hdld, amely
teljesiti a (*) feltételt, akkor B(G, M, I)-ben a mazximdalis osztdlyozdsi
fak egyenlo elemszamaiiak.

A tovdbbiakban megmutatjuk, hogy egy elemi kontextusbdvités soran
a keletkezo 1j doboz-extenzié halé valamennyi osztédlyozasi faja megkap-
hat6 az eredeti sziikebb kontextus doboz-extenzié héléja osztéalyozasi
fainak a moédositasaval.

3.38. Allitas. Legyen Ky = (H,M,INH x M) a K = (G, M, I) egy
részkontextusa és T eqy osztdlyozasi fa a B(K) dobozhdldban. Akkor a
Ty ={ENH|EeT}

halmazrendszer is osztdlyozasi fa a B(Ky) dobozhaldban.

Bizonyitds. A 3.10 Kovetkezmény értelmében minden F € 7T-re ENH
egy doboz-extenziéja a Ky kontextusnak, igy 7y C B(Kg). Mivel
G € T,ezért H=GNH € Ty és nyilvanvaléan H a B(Ky) doboz-
extenzi6 halé legnagyobb, vagyis 1- eleme. gy a 3.22 Tétel értelmében,
ahhoz, hogy igazoljuk hogy 7y egy osztédlyozési fa, elég megmutatni
hogy 7y a B(K ) hélo egy p el6osztalya. Legyen most FyNH és EsNH
a Ty halmaz két nem 6sszehasonlithaté eleme. Akkor nyilvan egyik sem
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egyenld (-al és E, Fy € T szintén nem 6sszehasonlithats. Mivel 7 egy
p elbosztaly, ezért innen EyNE, = () adédik és igy (E1NH)N(E:NH) =
E,NEy;NH = (. Ez azt jelenti hogy Ty szintén egy p elbosztdly a
B(K ) héloban. Tehat Ty egy osztélyozési fa B(Ky)-ban. O

3.39. Tétel. Legyen Ky = (H,M,INH x M) a (G, M,I) véges
kontextus egy részkontextusa gy, hogy H = G\ {z}, 255 # {2} és
legyen T eqy osztdlyozasi fa B(Ky) hdldban. Akkor igazak az aldbbi
allitasok:

(1) TW ={E € T| E € B(G,M,I)} egy rendezésidedl T -ben és

T® ={FEecT|EU{z} €B(G,M,I)} egy véges lanc T -ben és TV N
T =(;

(i) 7 = TOW U {FEU{z}| E € T®} osztilyozdsi fa a B(G,M,I)-
haloban.

(iii) Ha T a B(Ky) hdlé minden atomjat tartalmazza, akkor T*U{z"5}
eqy olyan osztdlyozasi fa B(G, M, I)-ben, ami annak ugyancsak minden
atomyjdt tartalmazza.

Bizonyitds. (i) Legyen E € TW és F C E, F € T. Mivel E a
(G, M, I) egy doboz-extenzi6ja, a 3.18 Tétel alapjan 2"°NE" = . Igy
F" C E”-bél kovetkezik, hogy 2P N F” = (), ez pedig a 3.18 Tétel
szerint azt jelenti, hogy F' € 7M. Tehat 7 egy rendezésidedl T-ben.
Ahhoz, hogy a T®)-re vonatkozoé &llitast igazoljuk, tekintsiik el8szor
aC={EeT|z"\{z} C E} halmazt. Nyilvdnval6, hogy H € C,
ezért C # () tovabba zP5 \ {2} # 0 miatt £ N 25 £, tgy 7W-nek és
C-nek nem lehet kozos eleme. Legyen E € C és F' € 7. Nyilvanvaléan
ha £ C F, akkor zP7 \ {2} C F is teljesiil, igy F' € C. Ezért C egy
rendezésfiltere H-nak és mivel H véges, C is véges nemiires halmaz,
igy nyilvdn rendelkezik minimalis elemekkel (a tartalmazasra nézve).
Megmutatjuk, hogy C-nek csak egy E; € C minimadlis eleme lehet.
Tegyiik fel, hogy F, € C is minimélis elem C-ben és E; # F,. Mivel
E\, By, € T és E;, B> nem 6sszehasonlithatéak, ezért F, N By = (), ami
ellentmondés, mivel 255\ {2} C Fy N Ey és 2P9\ {2} nem iires feltevés
szerint. Igy tehat E; C-nek a legkisebb eleme is, ezért C megegyezik az
[Ey)NT -vel. Mivel 7 egy osztalyozasi fa, ezért C egy lanc. Tekintsiik
most a 7 halmazt. Mivel a 3.13 Tétel alapjén 7 részhalmaza
C-nek, ezért 7 maga is egy véges lanc és 7O N TR = ().

(ii) Mivel T C 7 ezért T egy CD-independens halmaz. Azonnal
beldthaté az is, hogy { E U {z} | E € T®} halmaz egy lénc B(G, M, I)-
ben. Valéban, legyen E; U {z} és E; U {z} ennek a halmaznak két
tetszoleges eleme. Mivel 7® lanc, ezért vagy Fy C Fy vagy Ey C E)
teljesiil, igy vagy E1 U {z} C FEy U {z}, vagy megforditva. Léssuk
be azt is, hogy a TW U {FU{z} | E € T®} halmaz ugyancsak CD-

independens.
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Legyen B, € TW és B, € T?). Mivel Ey, Fy € T ezért csak az By C Fy
vagy Fy C E, vagy E; N E; = () esetek lehetségesek. Az elsé esetben
E, C B, U {z}. Mivel T rendezésidedl, Ey C E-bél E, € TW
kovetkezik, ami nem lehetséges, mert 7MNT 2 = ). Tekintsiik most az
E\NEy = D esetet. Mivel B, € TW, ezért E/NzPY = ) = EyN{z} =
0, gy E1 N (B U{z}) = 0. Tehat T* = TH U{EU{z} | E€ T®}
CD-independens. Mivel G = HU {z} és H € T (¢s G € B(G, M, 1)),
ezért G € T*. Mivel G a B(G, M, ) hal6 1 eleme, ezért a 3.22 Tétel
értelmében 7* egy osztélyozasi fa a B(G, M, I')-ben.

(iii) Mivel 27 egy atom a B(G, M, I) héléban, ha hozzavessziik a 7*
osztalyozési fahoz, akkor a 3.23 Kovetkezménynek megfeleléen 7* U
{2P9} tovdbbra is egy osztélyozési fa marad B(G, M, I)-ben.

Végiil tegyiik fel, hogy 7 a B(Ky) halé minden atomjét tartalmazza
és mutassuk meg, hogy akkor 7*U{z""} osztélyozdsi fa is a B(G, M, I)
h4l6 minden atomjat tartalmazza. Valéban, a z"° atomot tartalmazza.
Mésrészt, mivel B(G, M, 1) atomjai a (G, M, ) kontextus mg legfi-
nomabb extenzié-particiéjanak a blokkjai, ezért a 3.13 Allitas alapjén
B(G, M, I) minden egyéb z75-t6l kiilonboz6 atomja a B(K ) hdlénak
is atomja, igy hozzatartozik 7-hez. Mi tobb, ezek az atomok 7 (M)-hez
is hozz4 tartoznak 7® szerkesztése szerint. Mivel 7 C 7+ U {zPF},
ezért T* U {2P9} a B(G, M, I) minden atomjt tartalmazza. O

3.40. Tétel. Legyen Ky = (H,M,INH x M) a K¢ = (G, M,I)
véges kontextus egy részkontextusa gy, hogy H = G\ {2}, P9 # {z}.
Akkor igazak az aldabbi dllitdasok:

(i) Minden Tg C B(Kg) osztdlyozasi fahoz taldlhaté egy olyan Ty C
B(Ky) osztalyozasi fa, amire Tg = T;5 teljesiil.

(ii) Ha T C B(Kg) mazimdlis osztalyozdsi fa, akkor B(Kp)-ban is
létezik eqy olyan M maximdlis osztilyozdsi fa, hogy T = M* teljesiil.

Bizonyitds. (i) A 3.38 Allitds szerint a Ty = {ENH | E € 75} halmaz
osztalyozasi fa B(Ky)-ban. Megmutatjuk hogy a 3.39 Tételben a Ty-
hoz rendelt

T =T U{BU{:} | Ee TP} ={B e Ty | E € BG, M, 1)}V
{EU{z}| F €Ty, EU{z} € B(G,M,I)}

osztélyozési fa megegyezik 75-vel:
Legyen E € Tg tetszdleges. Akkor 7y definiciéja szerint F'= FENH €
Ty . Vegyiik észre, hogy csupan a kovetkez6 két eset lehetséges:

(1) EC H, akkor £ = F}

(2) EZ H, ekkor E = F U {z}.
Az (1) esetben F € ngl) ésigy E=F € ngl) C 7.
A (2) esetben FU{z} € B(G, M, I) miatt £ = F U{z} € 7;; ismét.
Mivel mindkét esetben E € 7} teljesiil, ezért a 7o C 7 eredményt
kapjuk.

Forditva, legyen E € 75 tetszoleges. 7;; szerkesztése miatt akkor
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vagy F € ngl) C Ty,

vagy E=F U {2z}, Fe T C Ty.
Igy 7y definicija szerint létezik olyan A € 7T¢ amire az elsé esetben
AN H = FE, amasodik esetben pedig A N H = F teljesiil.

Megmutatjuk hogy az els6 esetben z € A nem lehetséges.
Valdban, a 3.18 Tétel alapjan £ € B(Ky)-bél ENzPE = E"N2P0 =)
kovetkezik. z € A-bdl viszont 279 C A és gy PP\ {:} CANH=F
adédik. A két eredményt osszevetve azt kapjuk, hogy 25 \ {2} = 0,
azaz 299 = {2}, ami ellentmondés.

Tehat az AN H = F esetben z ¢ A, igy AC Hés E=ANH =
AeTg.
Az AN H = F esetben, az A C H lehetdséget kizarhatjuk, hiszen
AC HbOl F =A e B(G, MI) és ezdltal F € T, kovetkezne, ami
nem lehetséges mert F' € T}?) és T}?) N ’Z}Sl) = (. Ezért ebben az
esetben A ¢ H, igy z€ Aés A=FU{z} = E. Tehat £ = A € Tg.
Mivel mindkét esetben az E € 75 eredményt kaptuk, ezért 75 = 7.
(ii) Végiil tegyiik fel, hogy 75 maximélis osztélyozasi fa a B( K ) héléban.
Mivel 7 = 75, ezért ha Ty maximalis osztélyozasi fa B(Kp)-ban,
akkor készen vagyunk. Amenyiben 7y nem maximalis, akkor létezik
egy olyan M maximalis osztélyozasi fa B(Ky)-ban, amire 7y C M.
Akkor nyilvin 7o = 7; € M*. Mivel a 3.39 Tétel értelmében M*
ugyancsak egy osztélyozasi fa B(Kg)-ben, 7o pedig feltevés szerint
maximalis osztalyozasi fa, ezért 7 = M*. O

36



4. Durva halmazok
4.1. Bevezetés

A durva halmazok fogalmat Z. Pawlak vezette be a korai 80-as évek-
ben. A durva halmazok elmélete azon az észrevételen alapszik, hogy a
valésdgban a kiilonb6z6 objektumokat a réluk rendelkezésre &l16 infor-
méciok alapjan nem tudjuk mindig megkiilonboztetni. Az objektumok
megkiilonboztethetetlenségét egy bindris reldciéval, legtobbszor ekviva-
lencia reldciéval (reflexiv, szimmetrikus, tranzitiv) reprezentaljuk, igy
hogy két objektum akkor ekvivalens ha nem &ll rendelkezésiinkre olyan
informdcioé amely alapjan meg tudjuk 6ket kiilonboztetni.

Tekintsiik az U univerzumot és ennek egy X C U (nemiires) részhal-
mazdt és definidljunk rajta egy megkiilonboztethetetlenségi reldciét.
Mivel ez egyben egy ekvivalencia reldcié is U-n, ezért az ekvivalencia
osztalyai segitségével U elemei harom osztdlyba sorolhaték:

a) azok az elemek, amelyek biztosan X-ben vannak - ezek azokhoz
az ekvivalencia osztdlyhoz tartoznak, amelyek teljes egészében X-ben
vannak, azaz X részhalmazai;

b) azok az elemek, amelyek nincsenek X-ben - ezek olyan ekvivalen-
cia osztalyoknak az elemei, amelyeknek nincs kozos elemiik X-el;

c) azok az elemek, amelyek tartozhatnak X-hez - ezek olyan osz-
talyoknak az elemei, amelyek tartalmaznak mind X-beli, mind X-en
kiviili elemeket.

Drl,t"lﬁ X

7

e

5. Abra Durva halmaz approximéciok szemléltetése
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Ezek utdn definidljuk a durva halmazokat egy tetszoleges bindris relacié
esetén. Az aldbbi definicidkat [33]-bol és [21]-bél vettiik &t.

Legyen R egy bindris reldcié az U univerzumon és jelolje R(x) azon
y € U elemek halmazit, amelyekkel = reldciéban &ll, azaz legyen
R(z) = {y € R| xRy}. Legyen X C U egy részhalmaz, akkor X
alsé approximadcigja és fels6 approximadcidja a kovetkezOképpen
definidlhato

XY = {z€U|R(z)C X},
X* = {z€U|Rx)NX #0}.

Bevezetjiik X hatarvonalanak a fogalmaét is, amely értelmezés szerint
X4\ XY,

A fenti definiciébdl kovetkezik, hogy X fels¢ approximécidja azon ele-
mek Osszessége, amelyek legaldbb egy © € X elemmel relaciéban édllnak.
X alsé approximédciéja pedig azokat az elemeket tartalmazza, amelyek
olyan tulajdonsdguiak, hogy csak X-beli elemekkel dllnak reldciéban.

Jeloljiik X¢-vel az X halmaz komplementumat U \ X -et, akkor kénnyen
beldthaték az alabbi egyenloségek:

XAC — XCV éS XVC — XCA. (1)

Definidlhatunk egy djabb ,megkiilonboztethetetlenségi” reldciét is,
ezuttal U részhalmazai kozott: azt mondjuk, hogy az X és Y halmaz
akkor durvan ekvivalens, jelolése X = Y, ha az alsé és fels6 approxi-
mdcidjuk ugyanaz, tehdt ha XY = YV és X4 = Y4, A = ekvivalen-
cia relacio, amelynek az ekvivalencia osztdlyait durva halmazoknak
nevezziik. Azaz X = Y azt jelenti, hogy (a megkiilonboztethetdség
alapjdn) ugyanazok az elemek tartozhatnak X-hez és Y-hoz.

4.1. Példa: Legyen U = {a, b, c} egy univerzum és E egy ekvivalencia

U-n tigy, hogy [a]r ={a,c}, [b]r = {b}, []r = {a,c}.
Az alsé és fels6é approximédciokat az aldbbi 3. tdbldzatban lathatjuk:

X X X
B 8 ]
{a} 8 {ac}
{b} {b} {b}
{c} 8 {ac}
{a,b} {b} )
[a,c} {a,c} {a,c}
{b,c} {b} ]
U U )




Durva halmazaink a kovetkezok: {0}, {{a},{c}}, {0}, {{a,b},{b,c}},
{a,c} és {U}.

A durva halmazokat a haléelmélet eszkozeivel eloszor Iwinski vizs-
gélta 1987-es cikkében [17]. Eszrevette, hogy a durva halmazok definidl-
hatok approximécidikkal, azaz barmely X C U esetén egy durva halmaz
igy reprezentalhato:

AX) = (X7, X*).
Tehat a durva halmazok tsszessége a kivetkezoképpen irhato fel:
RS ={(X",X*) | X CU}
RS-en bevezethetiink egy részbenrendezést is a kovetkezoképpen:
(X', XY <Y, V4) < X"CYVés XA CYA

Ez azt jelenti, hogy RS = (RS, <) egy részbenrendezett halmaz, ahol
a legkisebb elem A()) = (0¥,0), a legnagyobb elem pedig A(U) =
(U,U*). Az A(X) durva halmazt RS halmaz egy egzakt elemének
nevezziik, ha XY = X = X4,

4.2. Példa: Az el6z6 példabdl a durva halmazapdrok a kovetkezok:
0,0), (0.{a,c}), {6}.{b}), (0, {a,c}), ({b},U), ({a,c}, {a, c}), ({0}, U}
?Z(UU),U), az egzakt elemek pedig (0,0), ({0},{b}), ({a,c} {a,c}),

Legyen R egy bindris reldci6 az U univerzumon és R~ az inverz
relaciéja. Akkor R™1 esetén is definidlhaté X C U alsé és felsd ap-
proximacidja, amit az X7 és X* szimbdlumokkal jelolink. Ezek a
kovetkezok:

1

XY = {zeU|R'(z) C X}
X% = {zcU|R Y 2)NX #0}.
4.3. Megjegyzés. (i) Erdekes észrevétel, hogy a (4,7) és (»,) pérosok

rendezésérzd Galois kapesolatok p(U)-n.
(ii) Egy R kvézirendezés esetén (ha R reflexiv és tranzitiv), minden
X C U-ra igazak az aldbbi egyenltségek:

XAV _ XA XAV — XA XVA _ XV XVA _ XV (2)
XAC — Xcv’ XVC:XCA. (3)
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4.2. Az approximédcidk érdekes
tulajdonsdgai kiilonbozo reldciok esetén

A kovetkezOkben ismételjiik 4t néhdny ismert relaciot fogalmat:

Legyen R egy bindris reldcié az U univerzumon, akkor R

(a) reflexiv, ha Rz, minden x € U-ra;

(b) szimmetrikus, ha = Ry-bol kovetkezik, hogy yRz minden z,y € U-
ra;

(c) tranzitiv, ha xRy és y Rz-bol kovetkezik, hogy xRz minden x,y, z €
U-ra;

(d) kvazirendezés, ha R reflexiv és tranzitiv;

(e) ekvivalencia, ha R reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv;

(f) sor-teljes, ha minden = € U-ra létezik y € U, \igy hogy xRy, azaz
R(x) # 0.

Vizsgaljuk most meg, hogy a fenti reldcié tipusok esetén milyen tu-
lajdonsdgokkal rendelkeznek az altalunk definidlt approximéciék. Az
aldbbi tulajdonsdgok jol ismertek a szakirodalomban [22], [V1]:

4.4. Allitas. Legyen R eqy bindris reldcié az U univerzumon. Akkor
a kovetkezo kijelentések ekvivalensek:

a) R reflexiv;

b) X C X* minden X C U-ra;

c) XY C X minden X C U-ra.

4.5. Allitas. Legyen R egy bindris relacié az U univerzumon. Akkor
a kovetkezo kijelentések ekvivalensek:

a) R tranzitiv;

b) X44 C X4 minden X C U-ra;

c) XY C XYY minden X C U-ra.

Az el6z6 két allitdsbol kovetkezik, hogy

4.6. Kovetkezmény. Legyen R egy bindris reldcio az U univerzu-
mon. Akkor a kovetkezo kijelentések ekvivalensek:

a) R kvdzirendezés;

b) az X — X* leképzés zdardsi operdtor;

c) az X — XVleképzés interior operdtor.

4.7. Allitas. Legyen R egy bindris reldcié az U univerzumon. Akkor
a kovetkezo kijelentések ekvivalensek:

a) R sor-teljes;

b) XY C X* minden X C U-ra.

4.8. Allitas. Legyen R eqy ekvivalencia reldcid az U univerzumon.
Akkor minden X C U-ra igazak a kovetkezo kijelentések:
a) XV = X7;
c) X4Y = X4,
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Legyen R egy bindris relacié U-n, akkor a C' halmazt az R egy Ossze-
fiiggd komponensének nevezziik, ha C' az R-t tartalmazé legkisebb
ekvivalencia reldciénak egy osztédlya. Jeloljiik C' C U 6sszefiiggd kom-
ponenseinek halmazat €o-val; kénnyen beldthatd, hogy béarmely C' &
Co és x € U esetén R(z) N C # (-bol kovetkezik, hogy = € C, azaz
R(x) C C. Vagyis C* C C C C".

Ha R egy sor-teljes reldcio, akkor az XY C X* tartalmazasbol C* =
C = CV egyenloség kovetkezik, azaz A(C) = (C,C) az RS egy egzakt
eleme. Jeloljiik RS(C)-vel az 6sszefiiggh komponensekhez tartozé durva

halmazok sszességét és az ennek megfelelé részbenrendezett halmazt
jeloljiik RS(C)-vel.

A kovetkezdkben bemutatunk egy olyan struktira tételt, ami arra az
esetre vonatkozik, amikor a durva halmazokat sor-teljes reldcié definidlja.
Az alabbi eredmények [V1]-ben taldlhatok.

4.9. Lemma. Ha R eqy sor-teljes reldcio U-n, akkor igazak a kovetkezo
kijelentések:

(i) Ha {C; | i € I} C €o az R dsszefiiggd komponenseinek egy
részhalmaza, akkor barmely {(XY,X*) € RS(C;)lie I} esetén igaz,

hogy <UXZ-', UX:) eqy durva halmaz U-n.
iel el

(ii) Ha (XY, X*) egy durva halmaz U-n, akkor a (XY NC, X4 NC)
pdros egy durva halmaz C-n, tetszoleges C' € Co dsszefliggd komponens
esetén.

A

Bizonyitds. (i) Konnyen belathat6, hogy (UXZ> = XA és bi-

il iel

v
zonyitjuk, hogy <UXZ) = X
iel il
v v
Mivel XY C <UXZ> minden ¢ € I-re, ezért (JXY C <UXZ> :
il i€l icl
v

Legyen z € <UXZ> . Mivel R(x) # 0 és R(z) € UX; C UG, létezik

iel il il
egy olyan k € I és y € Cy ugy, hogy xRy. Mivel z € Cy, és R(x) C Cy,

kovetkezik, hogy R(x) C Cy N (UXZ> = U(CyNX;) = X,, ugyanis

il icl
X, € Ck és X;NCy, = 0 minden i € I'\{k}-ra. Tehdt v € XY C JX7,
il
v
amelybd6l azt kapjuk, hogy (UXZ> = JX]. Tehdt bebizonyitottuk,
i€l iel

hogy A (UXZ> = ( X7, UXZ‘) egy durva halmaz az U-n.

i€l i€l el

(ii) Legyen C' € €o. Most bizonyitjuk, hogy (X NC)Y = XY N C és

(XNC)* = X*NC. Konnyen beldthat6, hogy (X NC)Y = X'NCY =
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XY NC. Mésrészt, (X NO)* C X4 ¢s (X NC)* C C* = C, ahonnan
kovetkezik, hogy (X NC)* C XANC.

Forditva, feltételezziik, hogy v € X4 N C. Akkor R(z) N X # 0 és
R(z) C C-bdl kovetkezik, hogy R(z) N (X NC) = (R(x)NC)NX =
R(z)NX # 0, azaz x € (X N C)*. Tehdt (X NC)* = X4 NC. O

4.10. Kovetkezmény. Ha R egy sor-teljes relacio, akkor R barmely
dsszefiiggo komponenseinek a {Cy, | k € K} részhalmaza esetén

A ( U C’k> egzakt eleme RS-nek.

keK

Bizonyitas. Ha K = (), akkor |JCr = 0 és 0¥ = 0* = . Ha K #

keK

v
(), akkor az elézd lemma alapjan (U Ck> = Uay = UG =
keK

keK keK

UoA:<Uok)‘. a

keK keK

Tekintsiik a P; = (P;,<;), i € I részbenrendezett halmazokat, és

jelolje P = [[P; ezen halmazok Descartes szorzatét, tovabba jeloljik
iel

x;-vel az € P elem i-edik koordindtéjat. Akkor x az x = (x;);c; alak-
ban irhat6. P-n egy < részbenrendezést definidlhatunk a kovetkezokép-
pen: z,y € Pre x < y <= x; <; y; minden ¢ € [-re. Az igy
kapott (P, <) részbenrendezett halmazt a (P,<;), i € I részbenren-
dezett halmazok Descartes szorzatdnak nevezziik és a tovabbiakban
roviden [[P;-vel jeloljiik.

il
4.11. Tétel. Ha R egy sor-teljes relicic U-n, akkor RS izomorf
[[ RS(C)-vel.

CeCo

Bizonyitds. Legyen Co = {C; | i € I} és értelmezziik a kovetkezd két
leképzést:
O: RS—]J[RS(C;) és V: [[RS(C;) — RS
il iel

P(A(X)) = (X" NC, X2 N G))ier,
minden A(X) = (X7, X*) € RS esetén, és

BT X0)en) = (AT, UXE).
i€l el
minden (XY, X*))er € [[RS(C;)-re.
i€l
A 4.9 Lemma alapjan ® és W j6l definidltak és kénnyen bizonyithato,
hogy rendezésérzok. Ahhoz, hogy bebizonyitsuk, hogy rendezés-izomor-

fizmusok, elég megmutatnunk, hogy egymads inverzei.
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Tetsz6leges A(X) = (XY, X*) € RS esetén
U (P(A(X))) = T(((XTNC, X N ECh)ier) =
= (UX'nG), U X NG)) =

el 1€l

- () ven () -

= (X7, X*) = AX).
Tovabbd, bérmely ((XY, X#*))icr € [[RS(C;) esetén

iel

jel jeI

() wp2) o))

Mivel (Xj', X*) € RS(C;j) minden j € I -re, igy XY, X* C C;. Minden
i,j € 1,1 # j-reigaz, hogy C; N C; = (). Ezért

(UXJ.'> NG =U (X NnG) =X és

Jjel jel

UX*|nCi=U (XnG) =XA
jel jer
minden ¢ € [-re. Innen kapjuk, hogy

O(U(((XY, X2))icr)) = (XY, X2))icr. Az el6z6 egyenldségekbdl kovet-
kezik, hogy ® és ¥ rendezésorzok és egymds inverzei ezért rendezés-

izomorfizmusok. Igy RS = ] RS(C). O
CeCo

4.3. Kvazirendezéssel definidlt durva
halmazok haléja

Régéta megvialaszolatlan kérdés a durva halmazok elméletében, hogy
milyen R bindris reldcié esetén alkotnak a vele definidlt durva halma-
zok hélét. A szakirodalomban tobb cikket taldlunk, amely a kiilonbozo
eseteket vizsgdlja. Ismert, hogy ha R ekvivalencia relécid, vagy R szim-
metrikus és tranzitiv, akkor RS = (RS, <) egy teljes Stone hél6; ha R
reflexiv és szimmetrikus, vagy ha R csak tranzitiv, akkor RS még csak
egy félhal6 sem lesz. Hasonléan, a ’90-es évek 6ta nyitott kérdés az is,
hogy ha R egy kvazirendezés, akkor az R-el definidlt durva halmazok
halot alkotnak-e. Az aldbbi dbrdn szemléletesebben is bemutatom a

szakirodalomban targyalt eseteket:
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6. Abra

Sikeriilt bizonyitanom, hogy ha R egy kvazirendezés, akkor RS egy
teljes részhéléja p(U) x p(U)-nak, és igy teljesen disztributiv. Ez az
alfejezet tartalmazza ennek a bizonyitdsat és bemutatja az igy kapott
hél6 néhény érdekes tulajdonsagat. A fejezet eredményei a szerzd [V1]
cikkében publikélt sajat eredményein alapul.

Elészor ismételjiink at egy ismert halmazelméleti fogalmat. Legyen
R egy nemiires U halmazon definidlt tranzitiv reléci6. Az x € U elem
utédjanak nevezziik az y € U elemet, ha xRy. Legyen X CY C U.
Az X halmaz kofindlis Y-ban, ha minden y € Y elemnek van utédja
X-ben. Hasznélva az eddigi jeloléseket y utédjait R (y)-al jelsljiik.
Mas széval X akkor és csakis akkor kofindlis Y-ban, ha R (y) N X # ()
minden y € Y-ra, azaz Y C X4, Mivel X C Y ezért X kofindlis Y-ban
akkor és csakis akkor, ha X4 = Y4,

A 16 tételiink bizonyitasdban felhasznaljuk A. H. Stone egyik nevezetes
tételet [42]:

4.12. Tétel. Annak a sziikséges és elégséges feltétele, hogy az U hal-
maz k kofindlis részhalmazra legyen particiondlhatd, az, hogy U minden
elemének legaldabb k utddja legyen.

Legyen R egy kvazirendezés U-n. Akkor minden a, b € U-ra igaz, hogy
aRb < b e R(a) & R(b) C R(a),

és| R(a) |> 1. Ha R egy kvdzirendezés, akkor * egy zdrdsi operator és ¥
egy interior operdtor, ahogy azt mar lathattuk a 4.6 Kovetkezményben.
Ezért minden X C U-ra igaz, hogy

XVCXCX4H X" =X"és X4 =X4
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A kovetkezd tétel bizonyitdsanal egy masik jol ismert tulajdonsagot is
hasznédlunk majd

XCY= X"CVY'é X*CY™
4.13. Tétel. ([V1]) Ha R egy kvdzirendezés a nemiires U halmazon,
akkor RS egy teljes részhdldja a p(U) x o(U) hdlonak.

Bizonyitds. Ahhoz, hogy bebizonyitsuk, hogy RS egy teljes részhélsja
o(U) x p(U)-nak, elég megmutatnunk, hogy barmely {A(X;)|i € [} =
{(XY,X}), i € I} durva halmaz csaldd esetén a (ﬂX-', ﬂXZ‘) és

7
el el

icl il
(1) Elészoér megkonstrudlunk egy olyan W C U halmazt, amelyre
WY = NX)Y és WA = NX; teljesiil. Elészor tekintsiik a

el i€l

(U XY, U XZ‘) péarosok szintén durva halmazok.

z= nan ()

i€l i€l

halmazt. Kénnyen észrevehetd, hogy barmely a € Z esetén |R(a)| > 2.
Valéban, Z definiciéjabdl kovetkezik, hogy tetszoleges a € Z esetén
R(a) N X; # (), minden i € I-re és hogy R(a)N <ﬂX,> = (. Ha R(a)
iel
csak egy elemfl lenne, vagyis R(a) = {a}, akkor R(a) N X; # (-bdl
kovetkezik, hogy a € X; minden ¢ € [-re, tehat a € [ X; ellent-
iel

monddshoz jutunk.

Elészor tekintsiik a ZY # () esetet. Vegyiik észre, hogy minden a € Z7
utédja szintén ZY-ben van, ugyanis ha b az a utédja, akkor aRb-bol
kovetkezik, hogy R(b) C R(a) C Z, azaz b € Z. Tehat a € Z¥-nek
legaldbb két utédja van Z¥-ben. Alkalmazzuk most Stone tételét a
Z" halmazra és a rajta definidlt R = RN (ZY x ZV) reldciéra (ami
nem mas, mint az R’ lesziikitése). Akkor azt kapjuk, hgy létezik két
diszjunkt A, B C ZV halmaz amelyek kofinalisak a (Z7, R') kvdziren-
dezett halmazban. Mivel R’ C R, ezért A, B kofindlisak ZY-ben R-re
nézve is. Ezért ZY C A* és ZY C B*. Hétra van még a Z"7 = () eset.
Ekkor tekintsiik tigy, hogy A = B = ().

Ezek utan definidljuk a W halmazt a kovetkezoképpen:

W = (mxi) U(Z\ A).

el

Megmutatjuk, hogy WY = NXY és WA = N X, .
iel icl
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v
Mivel N X; C W, ezért (X = (ﬂXZ) C WY. A forditott tartal-
i€l icl icl
mazds igazoldsdhoz tekintsiink egy a € WY elemet, akkor R(a) C W =
(ﬂXZ> U(Z\ A), és igazolhat6, hogy R(a) N (Z\ A) = 0.
icl
Valéban, ha R(a)N(Z \ A) # (), akkor létezik b € R(a)N(Z \ A). Azaz
R(b) C R(a) C W &s b € Z-bél kovetkezik, hogy R(b) N <ﬂXZ> = 0.
iel

Ezéltal R(b) C Z\ A. Igy Z¥ = () esetben ellentmondéshoz jutunk. Ha
ZY # (0, akkor mivel A kofindlis ZV-ben azt kapjuk, hogy b € ZY C
A*. Miésrészt R(b) C 7\ A-bol kovetkezik, hogy R(b) N A = (), ami
ellentmondds, hiszen b € A*. Tehat R(a) N (Z\ A) = 0.

Vegyiik észre, hogy R(a) N (Z\ A) = 0 és R(a) € W relacickbol

v
kovetkezik, hogy R(a) C (N X;, vagyis a € (ﬂXZ> = (X,. Teh4t

iel iel i€l
wY = NXy7Y.
iel
Ezek utédn bebizonyitjuk, hogy W* = ﬁXZA . Azonnal beldthaté, hogy
iel
NX:C NX, ésZ\AC NX/, fgy W< NX,. Mivel NX; zarasi
i€l i€l iel iel iel
A
operétor, ezért W* C <ﬂXZ> CNX;.
iel iel
Most ahhoz, hogy bebizonyitsuk, hogy (X, C W4, elébb megmu-
iel

tatjuk, hogy Z C (Z \ A)*. Legyen z € Z tetszoleges. Ha z € Z \ A,
akkor készen vagyunk. Tegyiik fel tehat, hogy z € A. Mivel A kofinélis
ZY¥-ben, ezért A C ZY C B*, de szerkesztés szerint B C Z \ A, igy
BA* C(Z\ A)*. Tehdt z € AC (Z\ A)*, vagyis Z C (Z\ A)*.
Mindezeket felhasznélva azt kapjuk, hogy

= () w(ne (x) ) - () vz (o)
U(Z\ A)* C WA,

Igy igazoltuk, hogy W* = N X,'. Tehdt (WY, W4) = (mX,.' : mx;)
i€l i€l i€l
durva halmaz.

(2) Azt, hogy (UXZ-', UXZ‘) egy durva halmaz tgy igazoljuk, hogy
i€l el
megkonstrudlunk egy V' C U halmazt, amire VY = [JXT és V4 =

e
COREE)

icl
Tekintsiik az
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halmazt. Vegyiik észre itt is, hogy minden b € S-re, |R(b)| > 2.
Valéban, ha feltételeznénk, hogy R(b)-nek csak egy eleme van, vagyis

A
R(b) = {b}, akkor b € (UXZ> = UXA -bol R(b) N X,,, # O
i€l i€l
kovetkezne tetszoleges m € I-re, ami azt jelentené, hogy b € X,,.
Ekkor ebben az esetben {b} = R(b) C X,,-b6l b € XY kovetkezne,

vagyis azt kapnénk, hogy b € |J XY ami ellentmondas.

il
Elészor tekintsiik az SV # () esetet. Hasonléan az (1)-es esethez ekkor
minden s € SY elemnek legaldbb két utédja van SY-ben, azaz 4.12
Tétel alapjan SY-nek létezik két diszjunkt A, B kofinalis részhalmaza.
Igy SY C A4 ¢s SY C B*. Az SY = () esetben tekintsiik gy, hogy A =
B = (). Most megkonstrudlunk egy H és V halmazt a kovetkezOképpen

Ho— {aES|R(a) ¢ (UX)}

el

Vo= (UX,") UHUA.

iel

A A
Azonnal ldthato, hogy V' C (UXZ> ,mivel XY C JX; C (UXZ) ,

i€l iel i€l i€l
A
ésH ACSC (UXZ> szerkesztés szerint.
il
A tovdbbiakban megmutatjuk, hogy
VY= UXT s VA = UXA
iel il

Valéban XY C V, mindeni € I-re a V értelmezése alapjan. Kovetkezés-
képpen, minden ¢ € [-re XY = XYY C V7, ezért

Uxycvr.

i€l
A forditott tartalmazds bizonyitdasdhoz tekintsiink egy a € V'V elemet.
Akkor

a€Ra)CV = <UXZ') UHUA.
i€l
Koénnyen beldthat6, hogy az a € H eset nem lehetséges, mivel R(a) C
A
V C (UXZ> . Most lassuk be, hogy az a € A eset sem lehetséges.
il
Valéban, ha a € A teljesiil, akkor SY # () és A C SY C B* alapjan
a € B*. Tehdt létezik egy olyan b € B elem, melyre aRb és b € R(a) C

(UXZ') UHUA. Azonban a b € A eset nem lehetséges, mert ANB =
iel

A
. A b e H eset sem lehetséges, mert R(b) C R(a) C (UXZ> .

iel
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Igy csak a b € (UXZ-') eset maradt, ami szintén ellentmondds, mert
i€l
A
vescs—(Ux)\(yxr).
il il
Mivel megmutattuk, hogy az a € A és a € H esetek nem lehetségesek,
ezért a € |JX. Tehat VY = JX].

i€l il
A
Igazoljuk most, hogy V4 = (JX;*. Mivel V C (UXZ> , ezért
il il
AA A
V‘g(U&> :<UXO _ Ux
il il icl

A forditott tartalmazds bizonyitdsa céljabdl legyen a € (JXA. Akkor
icl
létezik olyan k € I, hogy a € X2, amibdl R(a) N Xy # 0 kovetkezik.
A
Ha R(a) N (UX;) # (0, akkor a € (UX]) C V ¢és bizonyitdasunk

el el

véget ért. Tegyiik fel tehdt, hogy R(a) N (UX]) = (). Akkor

il

SCONCLUEE

A
Ha R(a) ¢ <UXZ) ,akkora € H CV C V4 és szintén kész vagyunk.

iel

A
Tekintsiik akkor az R(a) C (UXZ> esetet. Ekkor sziikségszer{ien

i€l

i€l
és ST # 0. Akkor ST C A*, hiszen A kofindlis S¥-ben. Mivel A C V,
ezért az a € A* C V4 eredményhez jutunk. Igy sikeriilt igazolnunk,

hogy

R(a) C S, mivel feltételeztiik, hogy R(a) N (UX;) =(.Igyacs”

UXA=VA
i€l
Tehat (UXZ-', UX}) egy durva halmaz. O
i€l el

Ismert tény, hogy egy U halmaz részhalmazainak az 6sszessége (p(U),
C), teljesen disztributiv (Boole) hélét alkot, valamint hogy (p(U) x
o(U), Q) is teljesen disztributiv hél6. Mivel minden teljes disztributiv
hélé minden teljes részhdldja is teljesen disztributiv a 4.13 Tételbdl az

alabbi eredményt kaptam:
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4.14. Kovetkezmény. Ha R eqy kvdzirendezés a nemiires U halma-
zon, akkor RS egy teljesen disztributiv teljes hdld, melyben

Aoy = (e esvac) = (U ue)

il iel el i€l i€l el
minden {A(X;)|i € I} C RS esetén.
Bizonyitds.  Mivel RS egy teljes részhdldja a teljesen disztributiv
o(U) x o(U) halénak, ezért RS is teljesen disztributiv. Mivel az
{A(X))|i € I} € RS halmazok szuprémuma és infimuma megegyezik
a p(U) x p(U) hélébeli infimummal és szuprémummal, ezért a fenti
egyenloségek is azonnal kovetkeznek. O

4.4. A durva halmazok hal6janak egyéb
tulajdonsédgai

Ebben az alfejezetben megmutatom hogy bar RS éltaldban nem egy
komplementumos halé, hdrom a komplementumképzés miiveletéhez ha-
sonl6 undris miivelet is definidlhaté rajta. Az irodalomban jol ismert,
hogy ekvivalencia reldcié esetén a durva halmazok egy Stone hélét
alkotnak. Sziikséges és elégséges feltételt bizonyitok arra nézve, hogy
egy R kvézirendezés esetén RS mikor lesz Stone halé. A fejezet ered-
ményei a szerz6 [V1] cikkében taldlhatok.

Ertelmezziik a kovetkez6 leképzést a durva halmazok haléjan:

c: RS — RS, A(X) — A(X°).
Mivel ¢((XY, X*)) = (X, X4) = (X*°, X7°) minden X C U esetén,
ezért a c leképzés jol definidlt. Konnyen beldthaté az is, hogy A(X) <
A(Y) = A(Y*°) < A(X°) ami azt jelenti, hogy ¢ egy rendezésfordité
leképzés RS-en.
Minden «, 5 € RS esetén

claVp) = cla)ne(p)
canp) = cla)Vep)
clela) = «
Madsszoval, ¢ egy de Morgan miivelet az RS teljes halén.
4.15. Megjegyzés. Az aVe(a) = (U,U) és anc(a) = (0, 0) egyenldségek

nem minden esetben igazak. Azonban XYNXY = (XNX)" =Y =)
és XA U X =(XUX)* =U*=U minden X C U-ra.
4.16. Allitas. RS egy ondudlis részbenrendezett halmaz, azaz RS
izomorf a dudlisdval, RS -vel.

Legyen L egy disztributiv hal6 amin értelmezett egy ¢ de Morgan
miivelet. Amennyiben minden z,y € L-re teljesiil az

zhe(z) <yVely)  (4)
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egyenl6tlenség, akkor a K = (L, A, V, ¢) algebrit Kleene algebranak
nevezziik.

4.17. Allitas. Ha R egy kvazirendezés a nemiires U halmazon, akkor
(RS,N,U,c) eqy Kleene algebra.

Bizonyitds. Mér bebizonyitottuk, hogy (RS,N,U, c) egy disztributiv
hél6 és hogy ¢ : RS — RS de Morgan miivelet ezen a haléon. Igazoljuk,
hogy teljesiil a (4)-es egyenldtlenség. Legyen ©z = (XY, X*) és y =
(YY,Y*) két teszoleges durva halmaz, akkor z A c¢(z) = (X7, X4) N
(XA, X)) = (0,X4 N X7), (mivel XY C X*). Hasonléan igazolhatd,
hogy y Ve(y) = (Y, Y2 U (YA, YY) = (YYUYAe U).

Nyilvédnvald, hogy (0,X4NXY) C (YUY U), azaz teljesiil a (4)-es
egyenlotlenség. U

Legyen L egy hélé amelynek a legkisebb eleme a 0. Egy z* elemet
az x € L pszeudokomplementumanak neveziink, ha z A z* = 0 és
minden a € L-re, x A a = 0-bdl kovetkezik, hogy a < x*. Minden elem-
nek csak egy pszeudokomplementuma lehet. Egy hélét pszeudokom-
plementumosnak neveziink, ha minden elemének van pszeudokom-
plementuma. Legyen L egy hdlé amelynek a legnagyobb eleme az 1.
Az zT elemet az © € L elem dudlis pszeudokomplementuma&anak
nevezziik, ha z V2™ =1 és x V y = 1-bél kovetkezik, hogy =+ < yT.

Mivel minden teljesen disztributiv teljes hdlé pszeudokomplemen-
tumos és dudlisan pszeudokomplementumos is, ezért azonnal kijelent-
hetjiik az aldbbi allitast:

4.18. Allitas. Ha R egy kvazirendezés a nemiires U halmazon, akkor
RS és a dudlisa RS? is pszeudokomplementumos hdld.

4.19. Allitas. Az RS hdldban minden X C U esetén a pszeudokom-
plementum a kévetkezo

A(X)* = A(XA%),

Bizonyitds. Konnyen beldthato, hogy A(X) A A(XA2¢) = ((,0), mert
az (1), (2) osszefiiggések alapjan XAScA = XAAYe — XA%¢ tovibbs a
XY C X* C X42 Mésrészt XY N XA2Y C XA N X4% =,

Ha A(X)ANA(Y) = (0,0), akkor X4NY* = P és YA C X4, Kovetkezik,
hogy Y C YAV C XA ¢s a (3) osszefiiggésbdl XAV = XA4¢ ahonnan
A(Y) C A(XA%), Tehat A(X)* = A(XA45¢). O

4.20. Allitas. Az RS hdléban minden X C U esetén a dudlis pszeu-
dokomplementum a kovetkezoképpen adhatoé meg

A(X)* = AX77).

Bizonyitds. Eloszor lassuk be, hogy A(X) V A(X"V) = (U,U), azaz
hogy (XY, X4) Vv (XYY XVVeA) = (U,U). Mivel az (1),(2) osszefiig-
gések alapjan XVVeY = XYVAe = XVV¢ tovabba XYV C XV, ezért
XV U XVVCV 2 XV U XVVC 2 XV U XVC — U
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Ugyanigy XYY C XVV-bol X'V D XVVe kovetkezik, és igy, X* U
XVVeA D XAUXYE D XAUXY D XYUXYe =U. Tehat XTUXTVY =
Ués XA UXTer =U.

Ha A(X)V A(Y) = (U,U), akkor XYUYY =U és X2 UY* =U.
Igy XV¢ C YV, ahonnan az (1) dsszefiiggés alapjén azt kapjuk, hogy
X' = XA CYYA =YY C Y. Tehat AX"7) < A(Y). O

J.S. Pomykata és J.A. Pomykata bebizonyitotta, hogy RS = (RS,
<) egy ekvivalencia reldcié esetén egy Stone hél. Egy disztributiv
pszeudokomplementumos hélét Stone hélénak neveziink, ha teljesiil
a Stone egyenldség, azaz z* V z** = 1, ahol az 1 a hal6 legnagyobb
eleme.

Kés6bb azt is igazoltdk, hogy ekvivalencia esetén RS = (RS, <) egy
reguldris kétszeres Stone hélé.

4.21. Megjegyzés: Legyen L egy olyan disztributiv hal6, hogy mind L,
mind duslisa L¢ pszeudokomplementumos hélé is egyben. L-t regu-
laris kétszeres Stone halénak nevezziik, ha mind L, mind duélisa
L% Stone hal6 és tetszdleges z,y € L esetén teljesiil az (z* = y* és 2+ =
y") = = = y implikdcid, ahol z* az x elem pszeudokomplementumst
és 7 pedig az = elem dudlis pszeudokomplementumat jeloli.

A tovabbiakban sziikséges és elégséges feltételt fogok megadni arra
nézve, hogy egy R kvézirendezés esetén is RS = (RS, <) egy Stone
halé legyen. Ennek a bizonyitdsdhoz vegyiik észre a kovetkezodket:

Ismert tény, hogy egy halmazon definidlt kvdzirendezések egy h&lét
alkotnak. Egy R kvazirendezés esetén a legkisebb ekvivalencia amely
tartalmazza R-t nem més, mint RV R, (ahol RV R~ 'az R és R}
reldciok szuprémuma a kvézirendezések hiléjdban). Ismert tény, hogy
RV R megegyezik a RU R reldcié tranzitiv lezdrdsdval. Az elmon-
dottak értelmében az R reldcié osszefiiggd komponensei nem mésok,
mint az RV R~ reldcié ekvivalencia osztélyai.

4.22. Allitas. Legyen R egy kvdzirendezés az U univerzumon. Akkor
minden minden X C U-ra a kévetkezo kijelentések ekvivalensek:

a) A(X) az RS hdlo egy komplementumos eleme;

b) A(X) az RS hdlo egy egzakt eleme;

c) X tetszbleges RV R~ ekvivalencia osztdlyok unidija.

4.23. Megjegyzés. Nyilvanval6, hogy ha az X C U halmaz az RU R}
ekvivalencia relacié osztdlyainak az unidja, akkor X°¢vagy iires vagy
ugyancsak az R U R™! ekvivalencia reldci6 osztalyainak az unidja. Igy
a 4.22 Allitésbol kovetkezik, hogy A(X) durva halmaz akkor és csakis
akkor az RS hél6 egy egzakt eleme, ha A(X¢) is egzakt elem.

4.24. Tétel. Legyen R eqgy kvazirendezés U-n. RS akkor és csakis

akkor Stone hdlé, ha R"1o R= RV R~ %
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Bizonyitds. Tételezziik fel, hogy RS egy Stone h&lé. Akkor, min-
den X C U esetén a pszeudokomplementum A(X)* = A(X42¢). A
4.22. Allitdsbdl és a 4.23 Megjegyzéshdl kovetkezik, hogy A(XALC) és
A(XA%) egzakt eleme RS-nek. Legyen = az U egy tetszoleges eleme,
és a tovabbiakban tekintsiik az X = {z} halmazt. Konnyen észreve-
het®, hogy XA% = (R~ o R)(x). A 4.22. Allitasbol kovetkezik, hogy
(R o R)(z) az RV R™! ekvivalencia osztdlyoknak az uniéja. Mivel
R 'oRCRVR ! ezért (R"'oR)(z) =(RV R ) (z). Az egyenldség
minden x € U-ra igaz, tehdt R"!o R=RV R~

Forditva, tegyiik fel, hogy R™' o R = RV R™!. Tudjuk, hogy RS
egy disztributiv pszeudokomplementumos teljes halé, és hogy A(X)* =
A(XA4¢) pszeudokomplementum. Vegyiik észre, hogy barmely L pszeu-
dokomplementumos hdlé esetén abbdl a ténybdl, hogy minden x* € L
elemnek van x* komplementuma L-ben, kovetkezik, hogy L Stone
hslé. Ugyanis akkor 2 < z** és z*Va* = 1-bél V™ = 1 kovetkezik.
Elég tehat azt igazolnunk, hogy tetszéleges X C U esetén A(X)*-nak
van komplementuma RS-ben.
Legyen X C U ésx € X42, y € (RVRY)(z). X** definicidja alapjén,
létezik 2 € R™!(z)N X4 ésv € R(2)NX. Innen kovetkezik, hogy R~z
és 2Rv, azaz (r,v) € R™' o R ahol v € X. Akkor (v,z) € RV R,
vagyis (z,y) € R~'V R implikilja (v,y) € RV R™'-t. Igy y € (RV
R ) (v) = (R o R)(v) = {v}*® C X442, Ezdltal megmutattuk azt,
hogy (RV R71)(x) C X4*®minden z € X4%-re, tehdt X4 az RV R™1
ekvivalencia osztdlyainak uniéja. A 4.22. Allitdsbol kovetkezik, hogy
A(X4%) komplementumos és RS egzakt eleme. Az el6z6 Megjegyzés
alapjan A(X)* = A(XA2¢) is egzakt elem, ezért a 4.22. Allitasbol
kovetkezik, hogy RS hdlé egy komplementumos eleme. Tehdt RS
Stone halo. O

Ebben a fejezetben sikeriilt bebizonyitanom, hogy a durva halma-
zok hdléja egy R kvdazirendezés esetén is egy Kleene algebra, kiter-
jesztve ezzel a durva halmazok alkalmazhatésagdt. A Kleene algebrék-
nak a fuzzy elméletben van nagy szerepe, ugyanis a N, U, és komple-
mentum képzés miiveletére nézve egy Kleene algebrat alkotnak ( tobb
komplementum fogalom is értelmezhet6, 1igy, hogy Kleene algebréit ka-
punk). Ebben a fejezetben sikeriilt bebizonyitani azt is, hogy enyhe
megszoritdsok mellett ez a hdlé is Stone halé hasonléan ahhoz amit
egy R ekvivalencia reldci6 esetén kapunk.
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5. Alkalmazdsok

Ebben a fejezetben a 3. és 4. fejezetben bemutatott matematikai
eredmények alkalmazdsait mutatjuk be. Harom alkalmazast fogunk
bemutatni, az elsé kettdé informatikai jellegii, a harmadik egy csoport-
technologiai alkalmazds. Eloszor egy olyan algoritmust ismertetiink,
amely megkonstrudlja az 1j bovitett kontextushoz tartozé doboz-exten-
zi6 halé egy osztdlyozdsi fajat kiindulva a régi kontextus egy osztdly-
ozdsi fajabdl. Bemutatunk egy mdédszert, amely optimadlis médon éllitja
el6 egy bovitett kontextushoz tartozé doboz-extenzié halot. Végiil az
uin. modélis operdtorok egy csoporttechnoldgiai alkalmazasat mutatjuk
be.

5.1 Osztdlyozasi fa konstrudldsa a
doboz-extenziok haléjaban

A 3. fejezetben megvizsgaltuk, hogy egy kontextus objektumhal-
mazénak egy elemii bovitése vagy sziikitése sordn a kontextushoz tar-
toz6 dobozelemek extenziéi hogyan valtoznak. Elemi bovités alatt a
kontextus egy olyan elemmel valé bévitését értjiik, amelynek a tu-
lajdonsdgai a mar meglévo tulajdonsdghalmazbdl szdrmaznak. Meg-
mutattuk, hogy egy elemi kontextusbo6vités sordan a keletkezd doboz-
extenzié halé valamennyi osztélyozasi faja eloallithaté az eredeti, szii-
kebb kontextus doboz-extenzié haldjanak osztdlyozési faibdl, azok mo-
dositasaval.

A 3.39 Tétel alapjan egy olyan algoritmust konstrudlunk amely meg-
adja a bovitett (G, M, I') kontextus doboz-extenzi6 halgjanak egy olyan
osztalyozasi fajat, amely tartalmazza az tj beszirt elemet kiindulva
egy a szlikebb (H, M, I N H x M) kontextushoz tartozé doboz-extenzié
hal6 egy osztédlyozdsi fajabol. Az algoritmusban felhasznaljuk a 3. fe-
jezetben bemutatott 1. Algoritmust, amely megkeresi a legfinomabb
extenzié-particiét, amelyik tartalmazza az j elemet és a 3.4 fejezetben
bemutatott ORTOFA algoritmust, amelyet az eredeti doboz-extenzié
halé osztélyozdsi fainak a megépitésére haszndlunk. Az ORTOFA eljé-
rds nagy elénye, hogy dinamikus tdrat hasznél, nem egy elére lefoglalt
memoria tdrhelyet, ezdltal is felgyorsitva az algoritmusunkat. Az OR-
TOFA eljérashoz sziikségiink van az eredeti kontextusra, K-ra, a kon-
textushoz tartozé doboz-extenzidkra ezt a DS métrix tartalmazza,
mint azt a 3. fejezetben mar emlitettiik,

1, ha g; benne van g;-ben

0, kiilonben
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Az 1. algoritmus megadja azt a legfinomabb extenzié-particiét, amely
tartalmazza az 1j elemet, ezt is ismertnek tekintjiik. Az aldbbi eljdrds-
ban felhaszndlunk két mar az eléz6ekben definidlt fiiggvényt. Egyik a
BERAK fiiggvény, amelynek leirdsa a 3.4 fejezetben taldlhato, és ame-
lyet az osztdlyozési fa megkonstrudldsandl is hasznaltunk mar, masik
pedig a KOBJ(KTUL) fiiggvény, amely szintén szerepelt mar az el6z6
fejezetekben, illetve [10]-ben és [29]-ben is megtaldlhato.

A KOBJ(KTUL) fiiggvény esetén KTUL megkeresi az objektumhalma-
zok kozos tulajdonsdgait, a KOBJ a kozos objektumokat keresi meg és
egymds utdn alkalmazva ezt a két fiiggvényt egy A objektumhalmazra
eredményiil az A” halmazt kapjuk.

1. LISTA FA(DS) */ DS(mxn) métrix

2. L— DS */ L(mxn) matrix, DS dobozelemek
maésolata

3. S1+— o */ S1(mx(n+1)) métrix, 255 folotti
részhdlé elemeinek taroldsa

4. S — @ */ S(mxn) métrix, 259 folstti ldnc
elemeinek tédroldsa

5. F— o */ F(mxn) métrix, 250 alatti fa ele-
meinek téaroldsa

6. k«—20

7. fori«—1tom

8. do benne «—— true

9. forj«—1ton

10. do if z99[j] > L[i][j]

11. then benne «— false

12. 1f benne

13. then k 4+ +

14. BERAK(S1, L[i], k) */ 2P0 — {2} folotti
doboz-extenzidkat S1-ben taroljuk

15. fori«—1tok

16. do S1fi][n+1] «— 1

17. A «— S17

18. A«— KOBJ(KTUL(A,K), K) */itt K a bévitett kon-
textust jelenti

19. A« AT

20. [ «—0

21. fori+—1tok

22. do dext «— true

23. for j+—1to(n+1)

24. do if Ali][j] # S1[i][j]

25. then dext «— false

26. 1f dext

27. then BERAK(S, S1[i], 1)
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28. h«—0

29. fori+—1tom

30. doif BENNE(L]i], 2"°)

31. then BERAK(F, Lli], h)
32. return S, F

BERAK(A,V,m)

1. m++

2. fort—1ton

3. do Alm][t] «— Vt]
4. return A,m

A moédszer hatékonysdgat az biztositja, hogy elég ismerniink az ere-
deti kontextust, a doboz-extenzié hdlé egy osztilyozdsi fajat, illetve
ennek doboz-extenziéit, nincs sziikségiink a bovitett kontextushoz tar-
tozé 1j doboz-extenzié hél6 elemeire (egy kivételével, ami az dj elem
doboz-extenzidja).

Az eljards fébb részeit a matrix miiveleteket lebonyolité dupla cik-
lusok alkotjik. Ezek futdsi idejét, mint az el6z6 algoritmusoknadl is,
O(N?) polinomiélis idével jellemezhetjiik, ez jelenti a legrosszabb futési
id6t, amennyiben kelléen nagy az N = max{n,m, k} érték. A 7.-14.
sorok kozt leirt ciklus futdsi ideje O(mn?), a KOBJ 4s KTUL fiigg-
vények végrehajtasdnak futdsi ideje, amint azt a Korei A. [29] dol-
gozatdnak 3.6 fejezetében is megallapitotta, (O(n%k)), a 27.-28. sorok
kozott leirt oszetett ciklus iddigénye hasonléan O(n?k), illetve az utolsé
tetemes id8igényti ciklus a 29.-31. sorok kozott ismételten O(mn?)
id6igény{i. Amennyiben tekintjiik az N = max{n, m, k} lépésszamot,
az algoritmus maximalis futési idejét O(N?) koltséggel jellemezhetjiik.

5.2 Doboz-extenziok meghatarozasa egy
kontextus elemi bovitése utan

B. Ganter, A. Korei, S. Radeleczki [10] cikkiikben és a disszertécio 3.
fejezetében, mint azt mar emlitettiik, egy kontextus elemi bovitésével
foglalkoztunk. A disszertdcié 3. fejezetében bemutattuk, hogy a kon-
textus lesziikitésével kapott részkontextus megorokli az eredeti kontex-
tus extenzioit, extenzié-particidit, doboz-extenziéit. Tanulményoztuk,
hogy ha az objektumhalmazt egy elemmel bévitjiik, (egy olyan elem-
mel, amelynek tulajdonsdgai a meglév tulajdonsdghalmazbdl vannak),
akkor hogyan vdaltoznak a doboz-extenzidk, az osztdlyozasi fék. Fel-
haszndlva a mdr emlitett [10] cikk eredményeit és A. Korei [29] dol-
gozatit, melyben bemutat egy algoritmust egy doboz-extenzié halé
felépitésére, egy 1j eljardst adunk meg doboz-extenzié halok atomiszti-
kus fogalomhé&lékbdl valé megkonstrudldsdra. Ez a mddszer akkor
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elényos, ha a az eredeti kontextus tartalmaz egy elég nagy méretii ato-
misztikus részkontextust.

A tételeinknél sokszor ki kellett zdrnunk azt az esetet, amikor 27
{z}, mivel ebben az esetben a doboz-extenziék megdupldzédhatnak.
Ha ezt az esetet sikeriil kikiiszobolniink az algoritmus futdsi ideje joval
lersvidiil.

Legyen K = (G, M,I) egy kontextus és B(G, M,I) a hozza tar-
tozé doboz-extenzié hilé. A doboz-extenzié h&élé megépitésére két
modszert is ismeriink, az egyik A. Korei [29] dolgozatdban is meg-
taldlhaté, a médszer 1ényege, hogy tobb egymads utdni elemi kontex-
tusbovités eredményeképpen dllitja elé a doboz-extenzié halét, kiin-
dulva egy lényegesen kisebb (H, M,I N H x M) részkontextus doboz-
extenzié héléjabol. Az algoritmus hédtrdanya, hogy a lépésszam akér ex-
ponencidlisan is novekedhet, annak kévetkeztében, hogy amikor 255 =
{z}, akkor az 1j kontextus doboz-extenzisinak a szdma megdupldzod-
hat. Ezt a problémit a kovetkezOképpen kiiszobolhetjiik ki. A kon-
textusbdl kivalogatjuk egy H listdba azokat a g objektumokat, ame-
lyekre ({g}",{g}) atom az L(G,M,I) fogalomhaléban. Elkészitjiik
az L(H,M,INH x M) fogalomhdalét. Mivel ez a konstrukciéja szerint
atomisztikus hélo, ezért a hozzd tartozé Ext(H, M,I N H x M) ex-
tenzié hélé egybeesik a (H, M,I N H x M) kontextus doboz-extenzié
halgjaval, B(H, M, INH x M)-val. A fogalomhdl6 megépitésére nagyon
sok moédszer all rendelkezésiinkre, mint azt mar a 2. fejezetben is
emlitettiik. Haszndlhatjuk a 2. fejezetben bemutatott fogalomhals-
épités ,nafv”’ algoritmusdt, ha nagyobb kontextusunk van akkor L.
Kovécs [25] cikkében bemutatott algoritmusat, amely jéval gyorsabb.
Most megmutatjuk, hogy ismételt elemi bovitésekkel megkaphatjuk a
(G, M, I) kontextus doboz-extenzié héléjét tgy, hogy a 2PF = 2 eset
egyetlen lépésnél sem kovetkezik be:

D:

Tegyiik fel, hogy H-bdl kiindulva n 1épés utédn eljutottunk a H,, hal-
mazhoz, ahol H C H, C G és mér ismerjiikk a B(H,,, M,I N H, x M)
doboz-extenzié halét. Legyen most z € G \ H,. Akkor z ¢ H,
igy ({z}".{z}) nem atom L(G,M,I). De akkor létezik (legaldbb
egy) olyan = € {z}" gy, hogy ({z}",{z}') atom és {z}" & {z}".
Akkor x # z és szerkesztés szerint x € H. Tudjuk, hogy a K, 1 =
(H, U{z},M,IN(H,U{z}) x M) kontextusban a z-t tartalmazo leg-
kisebb {z}""*V) extenzi6 nem mas, mint {z}" N (H, U {z}), ahol {z}"
az eredeti kontextusban értendd, {z}""™ pedig az (n + 1)-edik lépés-
ben kapott K, ,; kontextusban értendd. Mivel x € {z}" N H C {z}" N
(H, U{z}) ezért = € {z}"™™ is teljesiil a K,,.1 kontextusban. Tehst

}z%"("ﬂ) # {z} és igy PP a K, ; kontextusban sem lehet egyenld
z }-vel.

A bemutatott médszert a kovetkezdképpen valésithatjuk meg:
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A K kontextus elemeit téroljuk egy K(m x n) matrixban, a mar
ismert médon

. 1, ha (gi,m;) € I
KLl = { 0, kiilonben

A K métrixban az objektumok a sorindexeknek, az attribitumok
pedig az oszlopindexeknek felelnek meg. Az algoritmus ezt a K matrixot
sziikiti le a H-ra oly médon, hogy H-nak csak azon G-beli objektumok
maradnak elemei, amelyek zartak tulajdonsdgaikra nézve, ezek szdmat
a k valtozé adja majd meg. Az igy kapott (H, M, Iy) kontextusunk
hasonlé k£ x n méreti matrix lesz.

1. KONTEXTSZUK(K)
2. k—20
3. fori«—1tom
do forj«—1ton
do v[j] — KIi][j]
if v=KOBJ(KTUL(E.n, K), K)
then k + +
for j«—1ton
9. do HIK][j] «— vlj]

N OO

Végiil egyetlen 1épés maradt hétra, az elobb felsoroltak koziil valame-
lyik algoritmussal megépiteni az 1ij kontextus fogalomhdléjat, amely
azonos a dobozhaléval és méar kezdhetjiik is az elemi bévitést. Az elemi
bévitéseknél A. Korei [29] dolgozatdban ismertetett 5.15. Algoritmusét
hasznélhatjuk.

Az eljaras f6 ciklusa &ll egy ciklusbdl, amit mindig végrehajt és egy
feltételesen végrehajtandé ciklusbél. Mindkét ciklus 1épésszama n, igy
a legrosszabb eset, ha mindent végrehajt, akkor a focikluson beliil a
program n + 2 +n, azaz 2n utasitast hajt végre, igy az eljards tsszesen
mx*(2n) utasitast tartalmaz, n és m értékétdl fiiggben fix lépésszammal.
Tehat az eljardsunk futdsi ideje O(mkn?). (A KOBJ és KTUL fiigg-
vények végrehajtdsdnak futdsi ideje, amint azt a Korei A. [29] cikkében
(3.6 alfejezet) is megdllapitotta, (O(n%k)))

5.3. Komplex alkatrészek

Ebben a fejezetben egy csoporttechnolégiai alkalmazédst fogunk be-
mutatni, felhaszndlva az in. mod4lis operatorokat.
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5.3.1. Durva halmazok és fogalomhalé kapcsolata

A durva halmazok elmélete és a fogalomanalizis két olyan adatelemzési
eljards, amely osszehasonlithaté és kombindlhaté. Ebben a fejezetben
osszehasonlitjuk és vegyitjiik a két elmélet fogalmait. A fejezet alapjdul
Y. Y. Yao [14]-ben publikélt eredményei szolgédlnak.

Legyen U és V két nemiires véges halmaz. U elemeit objektumoknak,
V elemeit pedig attribitumoknak nevezziik. A koztiik 1év6 kapcsolatot
pedig az R C U x V reldci6 adja meg. Az (U, V, R) hdrmast kontextus-
nak nevezziik a fogalomanalizisben és bindris informdciés rendszernek
a durva halmaz elméletben.

Egy x € U objektum és egy y € V attriblitum esetén, ha xRy akkor
azt mondjuk, hogy az x objektum rendelkezik az y tulajdonsaggal. Egy
x € U objektum attribitumait az x utédjai adjadk meg:

tR={y eV | zRy}.

Egy y € V attribiitum esetén y 6sei adjak meg azoknak az objektumok-
nak a halmazit, amelyek rendelkeznek az y tulajdonsdggal

Ry ={zx €U | 2Ry}

Ezeknek az ismeretében vezessiik be a fogalomhédléink definidldasdhoz
sziikséges modélis operatorokat.

Legyen A C U az objektumok halmaza és B C V az attribitumok
halmaza, akkor bevezethetjiik az aldbbi operator pdrosokat:

A" = {yeV |zRy, Vo € A-ra}
= {yeV|AC Ry}

N xR
€A

B = {x €U | xRy, Yy € B-re}
= {ze€eU|BCzR}
yQBRy'
AY = {yeV|RycCA}
BY = {ze€U|2RC B}

A = {yeV |RyNnA#£0} = gAzﬂR
A® = {yeU|zRNB#0}= U Ry
yeB

Megjegyzés: (i) Egy A C U objektumhalmaz esetén A’ a legnagyobb

attribitum halmaz, amellyel az A-beli objektumok rendelkeznek, B’
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pedig a legnagyobb objektum halmaz, amleynek minden tulajdonsdga
B-ben van.

(i) Az els6 két operdtor esetén Yao eredeti A*, B* jeloléseit médositot-
tuk az eléz6 fejezetekben hasznalt jelolésekkel tsszhangban A, B'-re.

Egy (A, B) pért, ahol A C U, B C V, az (U,V, R) kontextus egy
fogalmanak nevezziik, ha A = B’ és B = A’. (Az (U,V, R) kontex-
tushoz tartozé fogalmak osszessége egy teljes halét alkot, azt neveztiik
a kontextus fogalomhdlgjanak.)

A fentebb definidlt modalis operatorok segitségével Y. Y. Yao két
kiilonb6z6 ,,fogalomhdlét” szerkesztett meg (megjegyeznénk, hogy ezek
nem a ,hagyomanyos” értelemben lesznek fogalomh&lok):

A.) objektum-orientélt ,,fogalomhal6”

Egy (A, B) part, ahol A C U és B C V, objektum-orientalt fo-
galomnak neveziink, ha

A= B¢ B=A".

Ha egy objektum egy B-beli tulajdonsdggal rendelkezik, akkor ez az
objektum A-ban van, mi tobb, csak A-beli objektumok rendelkeznek
B-beli tulajdonsdgokkal. Az A-beli objektumokat az (A, B) fogalom
extenzidjanak nevezziik, a B-beli tulajdonsigokat pedig a fogalom
intenziéjanak.

Az objektum-orientalt fogalmak halmazan definidlhatunk egy részben-
rendezést a kovetkezdképpen:

Legyen (A, B), (C, D) két objektum-orientalt fogalom, akkor

(A,B) < (C,D) <= AC C (< BC D)

Az objektum-orientalt fogalmak Osszessége egy teljes hélot alkot a fenti

rendezésre nézve, ahol két (A, By), (As, By) objektum-orientélt foga-

lom szuprémuma és infimuma a kovetkezoképpen irhato fel:

(Ay, B)A(As, Bs) = ((31 NB,)°, BN B2> — ((A1 NA)™ BN Bg>
(A1, B1)V(Az, By) = (Al U Ay, (Ar U A2)D) = (A1 U Ay, (B1 U B2)D<>)-

Egy A C U objektumhalmaz esetén igaz az APY = A" egyenldség, azaz

az objektum-orientalt fogalom (ADQ,AD) alaki, egy B C V attribu-

tumhalmaz esetén pedig a tulajdonsag-orientdlt fogalom (BQ, BQD)

alaki lesz.

B.) tulajdonsag-orientalt ,.fogalomhals”

Egy (A, B) part, ahol A C U és B C V, tulajdonsag-orientalt
fogalomnak neveziink, ha

A=B" ¢s B=A°.

Az A-beli objektumok csak B-beli tulajdonsdgokkal rendelkezhetnek.
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A tulajdonséag-orientélt fogalmak osszessége egy halot alkot egy ugyan-
ugy definidlt részbenrendezésre nézve mint az objektum-orientdlt fo-
galmak esetén. Két (Aq, By), (As, Bs) tulajdonsdg-orientalt fogalom
szuprémuma és infimuma a kovetkezoképpen irhaté fel:

(Al, Bl) N (AQ, Bg) = (Al N AQ, (Al N A2)<>) == (Al N AQ, (Bl U BQ)DO)

(A1, BI)V (42, By) = ((BiU By)”  (BiUB)°) =

((A1 U A,)%7 (B, U 32)0).

Egy A C U objektumhalmaz esetén a tulajdonsdg-orientalt fogalom
(AP A%) alaki, egy B C V attribitumhalmaz esetén pedig a tulajdon-
sdg-orientélt fogalom (BDO, BD) alaki lesz.

Ezek az "operitorok" egyéb érdekes tulajdonsdgokkal is rendelkeznek:
A1§A2:>A<1>§Ag, BlngﬁB?gBE, AODO:AO

Ezeknek az osszefiiggéseknek egy fontos kovetkezménye, hogy a Z
A — A°D (A C U) megfeleltetés egy zardsi operdtor a G' halmazon,
ami azt jelenti, hogy minden A, A;, Ay C U-ra:

AC A% Ay C Ay = AV C AP 65 (A0T)00 = 400
5.3.2. Komplex alkatrészek megkonstrudlasa

A csoporttechnolégidban az alkatrészgyartds megtervezése, illetve a
gyartocelldk kialakitdsa a kiilonbozo alkatrészek, technolégiai folya-
matok kozotti hasonlésdg felhaszndldsdan alapszik, ezt nevezziik cso-
portmdédszernek. Az alkatrészek gydrtdsit nagyban megkonnyiti, ha
az alkatrészeket meghatdrozott rendszer szerint csoportositjuk. A cso-
portok kialakitdsdanal szamitdsba kell venni az alkatrészek méreteit, a
geometriai alakjat, a megmunkalandé feliiletek azonossdgat, a nyers-
darabok hasonlésagat, a megmunkdlds gazdasdgossagat, a legyartando
alkatrészmennyiséget. Az alkatrészcsoportok kialakitdasanal a csoport
egy olyan jellegzetes alkatrészébol indulunk ki, amelyet komplex alkat-
résznek neveziink. Ez az alkatrész az adott csoport dsszes tulajdonsa-
gait tartalmazza. A csoporthoz tartozoé osszes tobbi alkatrészt is ezen
tulajdonsagok egy része jellemez. A komplex alkatrész megtervezésénél
abbol kell kiindulni, hogy a csoport minden alkatrészét ugyanazzal a
technoldgiai folyamattal lehessen megmunkdlni, azonos vagy fokozatos
gépbedllitdssal és azonos tipusu szerszamokkal. A komplex alkatrésznek
tartalmaznia kell a csoporthoz tartozé alkatrészek osszes geometriai
jellemzéit, az elkészitéséhez osszedllitott miivelettervnek pedig jelenték-
telen médositdsokkal alkalmasnak kell lennie a csoport barmely mésik
alkatrészének elkészitésére.

Elészor vizsgdljuk meg hogyan értelmezhetjiik egy kontextuson a mar

emlitett modélis operdtorokat.
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Legyen K = (G, M, I) egy kontextus, ahol G az alkatrészek Osszessé-
gét jeloli, M pedig ezek (miiszaki) tulajdonsdgainak az Osszességét.
Egy g € G alkatrész és egy m € M tulajdonsédg esetén pedig gIm azt
jelenti, hogy g rendelkezik az m tulajdonsdggal.

G és M részhalmazai kozott értelmezziik a kovetkezo megfeleltetéseket
(operatorokat):

A C G esetén AY = {m € M | gI'm legaldbb egy g € A-ra}

(A%-t tehdt gy kapjuk meg, hogy egy halmazba gyfijtiink min-
den olyan m attribitumot amellyel legalabb egy A-beli objektum ren-
delkezik.)

B C M esetén BY :={g € G | gIm = m € B}

(B" azoknak az objektumok 6sszessége, amelyek valamennyi attribi-
tuma B-ben megtaldlhato).

Azokat az (A, B), A C G, B C M halmazpérokat, amelyek teljesitik a
B = A% és az A = B osszefiiggéseket, a 5.3.1. fejezetben tulajdonsag-
orientdlt fogalmaknak neveztiik. Megmutattuk, hogy a tulajdonsdg-
orientalt fogalmak sszessége egy teljes halot alkot. Egy A C G objek-

tumhalmaz esetén a tulajdonsdg-orientalt fogalom (,anal6g” fogalom)
(A5 A®) alaku.

A komplex alkatrészeket a GG alkatrészhalmaz particiondlasdara hasznél-
juk, pontosabban arra, hogy G elemeit besoroljuk G legfinomabb olyan
7 ={A;, C G| i € I} partici6jdba, amelynek minden A;, ¢ € I hal-
maza (blokkja) a hozzatartozoé alkatrészek tulajdonsagai alapjén jelle-
mezhetd. Az A; halmazhoz tartozé c(A;) komplex alkatrész dgy is
tekinthet6 mint egy tulajdonsdglista, ami azokat és csak azokat a tu-
lajdonsdgokat tartalmazza, amelyek legaldbb egy g € A; alkatrészen
eléfordulnak. Tehdt c(A;) egyenls lesz AY-al, ha teljesiil még az a
feltétel is, hogy minden olyan g € G alkatrész aminek a tulajdonsdgai
rajta vannak ezen a listdn, az A; halmazhoz tartozik, ez azt jelenti,
hogy AYY = A; 6sszefiiggésnek is teljesiilnie kell. A (G, M, I) kontex-
tusbdl kiindulva tehdt meg kell keresniink a G alkatrészhalmaz azon
legfinomabb 70 = {4; | 1 < i < n} particiéjat aminek minden egyes
A;, 1 € I blockja teljesiti az A?D = A; osszefiiggést. Ekkor az A;,
1 € I halmazokhoz tartozé komplex alkatrészek éppen az A? , e[
tulajdonsdaglistdk lesznek.

Els6 lépésként megépitjitk a kontextushoz tartozé K = (G, M, 1) kom-
plementer kontextust (a gyakorlatban ez azt jelenti, hogy ahol az ere-
deti kontextusban 1-es volt oda 0 keriil és forditva). Bebizonyitjuk,
hogy A% = A, pontosan akkor teljesiil, ha A;7"7 = A;. Ehhez ele-
gendd belatni, hogy A?D = A1 ahol A?D—t az eredeti kontextusban
értjiik.
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Mivel A% = {m € M | gIm legaldbb egy g € A-ra}, ezért a komple-
mentere A = {m € M | g—=Im minden g € A-ra}.
AP ={geGlglm—=me A’} ={ge G |{g} C A%} =
{9eGlAYC g} ={geG|ATC{g}"}=
{g € G | minden m € A -re (m,g) € I} = A1

Kovetkeztetés. A 10 = {A; | 1 <i < n} particié nem mas, mint a K =
(G, M, 1) komplementer kontextus legfinomabb extenzié-particidja.

Ezek ismeretében bemutatok egy eljardst a komplex alaktrészek meg-
hatdrozdsdra. Elsé 1épés, hogy beolvassuk a kontextus maétrixat és
meghatdrozzuk a komplementer kontextust. A komplementer kontex-
tus legfinomabb extenzié-particidinak meghatdrozaséra a 3. fejezetben
bemutatott finextpart algoritmust haszndljuk. Az igy kapott legfi-
nomabb extenzié-particié 7 = {4; | 1 < i < n} minden elemének
megkeressiik a tulajdonsdgait az eredeti kontextusban és végiil megkap-
juk a komplex alkatrészt, amely egy olyan virtudlis vagy valés alkatrész,
amelynek tulajdonsdgai nem md&sok, mint az el6zdleg meghatarozott
tulajdonsdghalmaz elemei.

KOMPLEXALKATRESZ

K, =1\ K */q a K, matrix sorvektorai azaz az objek-
tumok

FINEXTPART (r°)

C:=9

Minden A; € ©° esetén
Minden g; € A; esetén
ha (g;) == A? akkor
C:=CU g;

A kovetkez6 példdan bemutatjuk az eljards mitkodését. (A 7. dbrén
l4thato rajzok Vaddsz Dénes kandidétusi értekezésébél szarmaznak [45]).
Tekintsiik a 7. dbrdan lathaté alkatrészeket, melyek azonos anyagbdl
késziilnek, befoglalé méreteik megegyeznek, megmunkalasi idejiik azon-
ban eltérd. Az alkatrészek az aldbbi tulajdonsdgokkal rendelkeznek:

a) atfurt

b) nem atfurt

c) beliilrél 1épcsbzott egy irdnybol

d) beliilrdl 1épes6zott mindkét irdnybdl
e) beliilrél nem 1épcs6zott
f) kiviilrél lépesézott egy irdnybol
g) kiviilrol 1épesézott mindkét irdanybol

Az alkatrészeket és az ket jellemz6 tulajdonsagokat a 4. tdblazatban
egy formalis K kontextusban dbréazoljuk. Ezutdan megépitjiik a K kon-
textushoz tartozé komplementer kontextust, melyet a 5. tdbldzatban

mutatunk be.
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a b c d e f g |
X X ]
X X
X X
X X X
X X
X X X
X X
X X X
X X X
X X X
X X X
X X X
X X

4. t4ablazat Az alkatrészek kontextusa
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f | g
1 X X
2 X X X X X
3 X X X X X
4 X X X X
5 X X X X
6 X X X
7 X X X X
8 X X X X
9 X X X X
10 X X X X
11 X X X X
12 X X X
13 X X X X

5. tabldzat A komplementer kontextus

A finextpart fiiggvény futdsdnak eredményeként kapott legfinomabb
extenzié-particié elemei a kovetkezok:

0 = ({1,4,6}, {2,8,9}, {7,11}, {3,5,12}, {10,13})

Megkeresve a legfinomabb extenzié-particidk elemeihez tartozé tu-
lajdonsagokat az eredeti kontextusban megkapjuk a keresett komplex
alkatrészeket. A komplex alkatrészeket tulajdonsaglistdjukkal adjuk
meg, majd dbrizoljuk 6ket:

8. Abra Komplex alkatrészek
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6. Uj tudomdnyos eredmények

6.1. Osztalyozasi fak és CD-independens halmazok

A fogalomanalizisben és az informatikdban is régéta ismert az oszté-
lyozasi fa fogalma. A miiszaki gyakorlatban egy osztdlyozdsi fat az
objektumoknak (alkatrészeknek) egyre finomabb osztalyozasi rendsze-
reinek a lancaként kapunk meg. Az osztélyozasi fa fogalmat dltaldnosi-
tottam gy, hogy az részbenrendezett hamazokban is értelmezheto.
Kiindulva a Czédli Gédbor dltal bevezetett CD-independens halmaz
fogalmabdl, megvizsgaltam hogy ezek milyen kapcsolatban allnak egy
korldtos hédléban definidlt maximaélis osztélyozési fakkal, illetve egy &l-
talam bevezetett specidlis tolerancia osztédlyaival. A 3.31 Tételbdl ki-
indulva kidolgoztam egy algoritmust ami a doboz-extenziék halojaban
ortogondlis rendszerek egy lancabdl hoz létre osztalyozdsi fat.

A 3.22 Tétel, 3.26 Allitds és 3.31 Tétel alapjdn az alabbi tézist allitom
fel:

1. Tézis:

Ekvivalens allitasokat fogalmaztam meg és bizonyitottam az
osztalyozasi fik és CD-b&azisok ko6zo6tti kapcsolatrél. Kidol-
goztam és hatékonysag szempontjabdl elemeztem egy olyan
algoritmust, ami ortogondlis rendszerek segitségével hoz létre
osztalyozdsi fakat.

Az 1. Tézis alapjdul szolgalo tételeket és bizonyitdsokat a disszertacié
3. fejezete, illetve [V2] ,[V3] és a [V4] publikdciok tartalmazzak.

6.2. Osztalyozasi fak a doboz-extenziék hdléjaban

A B. Ganter, A. Korei, S. Radeleczki [10] cikkiikben tanulmanyoztdk
hogyan valtozik a dobozhdls, ha a kontextust egy elemmel bdvitjiik.
Megvizsgélték, hogy egy kontextus doboz-extenziéi milyen esetben ma-
radnak doboz-extenziék az 1j kontextusban. A matematikai ered-
ményekbdl kiindulva algoritmust dolgoztak ki a dobozhélé inkremen-
talis felépitésére. FEzekbol az eredményekbdl kiindulva definidltam a tel-
jes osztalyozési fat (miiszaki értelemben vett osztdlyozasi fét), melyrol
megmutattam, hogy minden eleme doboz-extenzié, azaz valgjaban meg-
egyezik egy a doboz-extenzidk héldjabdl kivdlasztott osztédlyozdsi faval.

Bebizonyitottam, hogy egy elemi kontextusbovités soran a keletkezo 1j
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doboz-extenzi6é halé valamennyi osztdlyozasi fdja megkaphaté az ere-
deti, sziikebb kontextus doboz-extenzié haléjanak az osztalyozési faibol
azok moédositdsdaval. A moédszer hatékonysagat az biztositja, hogy elég
ismerniink az eredeti dobozhdlé egy osztélyozési fdjat, illetve ennek
doboz-extenzidit, nincs sziikségiink a bovitett kontextushoz tartozé j
dobozhilé elemeire (egy kivételével, ami az 1j elem doboz-extenziéja).

A disszertacié 3.5 fejezetének eredményei alapjdn a kovetkezd tézist
fogalmazom meg:

2. Tézis:

Megvizsgdltam a kontextus sziikitésének és bovitésének hata-
sat az osztdlyozdsi fikra a doboz-extenziék hdlgjaban. Iga-
zoltam, hogy egy elemi bovités utan az dj kontextus doboz-
extenzid haléjanak valamennyi osztdlyozasi fija megkonstrudl-
haté a régi kontextushoz tartozé osztalyozasi fak moédositasa-
val. Algoritmust dolgoztam ki egy elemi bovités soran kapott
kontextus osztdlyozasi faiinak megkonstrudlasara.

6.3. Durva halmazok

A durva halmazok szakirodalménak alapos dttekintése utéan, bebizonyi-
tottam, hogy egy kvdzirendezéssel definidlt durva halmazok egy telje-
sen disztributiv teljes halot alkotnak. Megmutattam, hogy ez nem egy
komplementumos hélé, de harom, a komplementumképzés miiveletéhez
hasonlé, undris mfivelet is definidlhaté rajta. Sziikséges és elégséges
feltételt fogalmaztam meg arra nézve, hogy a kvazirendezéssel definidlt
durva halmazok héléja mikor lesz Stone h&lé.

A disszertacié 4.3 és 4.4 fejezetének eredményei alapjan a kovetkezd
két tézist fogalmazom meg:

3. Tézis:

Bebizonyitottam, hogy egy kvazirendezéssel definidlt durva
halmazok teljesen disztributiv teljes halét alkotnak. Ez a hélé
egy rajta természetes médon definidlt de Morgan miivelettel
egyiitt egy Kleene algebrat alkot.

4. Tézis:

Megfogalmaztam és bizonyitottam annak a sziikséges és elégsé-
ges feltételét, hogy a kvazirendezéssel definidlt durva halma-
zok haléja Stone hdlét alkosson. Ekvivalens allitasokat fogal-

maztam meg a halé tulajdonsagaira vonatkozdéan.
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Az 3. Tézis és 4. Tézis alapjdul szolgdlo tételeket és bizonyitdsokat a
disszertaci6 4. fejezete, illetve [V1] publikdcié tartalmazza.

Felhaszndlva a durva halmazok elmélete és a fogalomanalizis kozotti
kapcsolatot, a modailis operdtoroknak egy csoporttechnoldgiai alkalma-
zasat mutatom be. Az alkatrészek gydrtdsat nagyban megkonnyiti, ha
az alkatrészeket meghatdrozott rendszer szerint csoportositjuk. A cso-
portok kialakitdsdandal szamitdsba kell venni az alkatrészek méreteit, a
geometriai alakjat, a megmunkalandé feliiletek azonossagat, a nyers-
darabok hasonlésagat, a megmunkdlds gazdasdgossagat, a legyartando
alkatrészmennyiséget. Az alkatrészcsoportok kialakitdsdnal egy olyan
jellegzetes alkatrészbol indulunk ki, amely az adott csoport 6sszes tulaj-
donsagait tartalmazza. A komplex alkatrész megtervezésénél abbdl kell
kiindulni, hogy a csoport minden alkatrészét ugyanazzal a technoldgiai
folyamattal lehessen megmunkdlni, azonos vagy fokozatos gépbedallitds-
sal és azonos tipusu szerszamokkal. A gondolatmenet egyszerii: egy
kontextusban eltéroljuk a legyartandé alkatrészeket (objektumokat) és
ezek tulajdonsdgait. Megszerkesztem a kontextushoz tartozé komple-
menter kontextust (igy is mondhatnédnk, hogy a kontextus ellentettjét)
és megkeresem ennek a legfinomabb extenzié-particidjat. Kovetkezod
l1épésként megkeressiik a legfinomabb extenzié-particié elemeinek a tu-
lajdonsagait az eredeti kontextusban és végiil megkapjuk a komplex
alkatrészt, amely egy olyan virtudlis vagy valds alkatrész, amelynek
tulajdonsdgai nem md&sok, mint az elézoleg meghatarozott tulajdon-
sdghalmaz elemei.

A disszertacié 5.3 fejezetének eredményei alapjdn a kovetkezd tézist
fogalmazom meg:

5. Tézis:

Kidolgoztam egy mdédszert és egy algoritmust, amely egy alkat-
rész-tulajdonsag tipusi kontextusbdl kiindulva moddlis opera-
torok segitségével meghatdrozza az adott alkatrészhalmazhoz
tartozé komplex alkatrészeket.

Az 5. Tézis alapjdul szolgalo tételeket és bizonyitdsokat a disszertacié
5.3 fejezete illetve [V9] publikdcid tartalmazza.
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7. Tovabbi kutatasi feladatok

A kutatds tovabbfejlesztésére tobb otlet is kindlkozik. Az egyik irdny
az adott: tovdbb vizsgdlni a kvédzirendezéssel definialt durva halmazok
matematikai hatterét. A durva halmazok alkalmazési teriiletei naprol-
napra boviilnek. Az adatbdnydszatban tdjabban olyan algoritmusokat
implementalnak, amelyeknek alapjdul a fuzzy durva halmazok szol-
gélnak. Ezen a teriileten az alkalmazdsok lehetdsége szinte korlatlan.
A legfrissebb kutatdsi eredmények az adatbdnydszatban maéar 6tviozik
a fuzzy elméletet és a durva halmazok elméletét a fogalomanalizissel.
Tovabbi célkitlizéseim kozott szerepel ezeknek a friss kutatdsi ered-
ményeknek a tanulményozdsa és ezeknek a kutatdsdban valé részvétel.

Egy masik feladat a 3. fejezetbeli algoritmusok optimalizélasa, példa-
ul azzal, hogy nem egy eldre lefoglalt tarhellyel dolgozunk (a doboz-
extenzidkat nem egy matrixban téroljuk), hanem dinamikus tédrat hasz-
nalunk, ahol csak annyi elemnek foglalunk helyet a memoéridban, ame-
lyekkel valéban dolgozunk, ezaltal az algoritmusok iddigénye javul.
A 3. fejezetben végzett tanulmdnyok alapjan egy olyan algoritmus
megirdsa célozhaté meg, amely csoporttechnolégidban alkalmazhaté.
Kisebb gydraknal komoly gondot okoz ha egy 1j alkatrész, egy 1j ter-
mék gydrtdsara kell dtalljanak. A teljes osztédlyozasi fak és elemi kon-
textusbovités alkalmazédsaval az atdlldsi ido és ezaltal az atallds koltsége
is csokkenthetd. Az 5.2 fejezetben bemutatott mdédszer segitségével az
osztdlyozdsi fak szamossdagara és nagysdgédra nézve is az atomisztikus
h&lé segitségével becslést tudunk adni.
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8. Osszefoglalds

A disszertacié elso része a fogalomhdlék, dobozhdalok elméletéhez kap-
csolédik. A fogalomhdlé az tin. kontextusbdl generdlhaté, amely nem
mds mint az objektumok és az Oket jellemzo tulajdonsdgok kozotti
kapcsolat. A dobozhélé dltaldban a fogalomhéléndl kevesebb elemet
tartalmaz, rdaddsul atomisztikus hald, és elemeit kozvetleniil a kontex-
tusbdl is megkaphatjuk.

Részbenrendezett halmaz esetén bevezettem az osztdlyozasi fa fo-
galmét és algoritmust frtam az osztdlyozasi fa megkonstrudldsara a
doboz-extenzidk héléjaban. Megvizsgdltam hogyan viltozik az oszté-
lyozési fa ha a kontextust egy 1j elemmel bovitjiik. Olyan tételeket
igazoltam amelyek segitségével megkonstrudlhatjuk a boévitett kontex-
tus egy osztalyozési fajat kiindulva a sziikebb (még nem bévitett) kon-
textus osztalyozdsi fajabol.

A durva halmazok elméletének alapos attanulmanyozdsa utdn be-
bizonyitottam, hogy a kvdzirendezéssel definidlt durva halmazok egy
hélét alkotnak, mégpedig egy teljesen disztributiv teljes halot. Megad-
tam a kvdzirendezéssel definidlt durva halmazok héldjénak néhény jel-
legzetes tulajdonsagat is.

A durva halmazok elméletének és a fogalomanalizis 6sszefonéddsdabdl
keletkezett in. modélis operdtoroknak egy csoporttechnolégiai alkal-
mazdsat is bemutatom a komplex alkatrészek meghatdrozésara.

A kutatés elején megfogalmazott célkitiizéseknek megfeleléen a témak
matematikai, informatikai és miiszaki vonatkozdsat is egyardnt tanul-
médnyoztam. Igyekeztem szildard matematikai alapokon nyugvé algorit-
musokat kidolgozni vagy a mar meglévo mdédszereket optimalizalni.
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9. Summary

This PhD dissertation contains new results about classification trees,
elementary extensions of a context and rough sets determined by quasi-
order relations. We give also some algorithms for the construction of a
classification tree in the lattice of box extents. The effect of an elemen-
tary context extension on the lattice of box extents of a context and
on the classification trees corresponding to this lattice is also studied.
We also show an application of the modal operators (defined in rough
set theory) in Group Technology for finding complex components.

Thesis 1 : Classification trees and CD-independent sets

I formulated and demonstrated some equivalent assertions concerning
the relation between classification trees and CD-bases. I evaluated and
analized for efficiency an algorithm for constructing classification trees
by using orthogonal systems.

Thesis 2 : Classification trees in the lattice of box extents of
a context

I have studied the effect of elementary extension and reduction of a
context on classification trees in the lattice of the box extents of the
context. In the case of an elementary context extension, I have elabo-
rated an algorithm which constructs the classification trees of the lattice
of box extents of the new context by modifying the classification trees
belonging to (box extents lattice of) the old context.

Thesis 3 : Rough sets defined by a quasiorder relation

I proved that the rough sets defined by a quasiorder relation form a
completely distributive complete lattice. This lattice together with a de
Morgan operation defined on it (in a natural way) is a Kleene algebra.

Thesis 4: The Stone lattice of rough sets defined by a quasi-
order relation

I answered the question when the rough sets determined by a quasi-
order form a Stone lattice. I formulated and proved some equivalent
assertions concerning the properties of this lattice of rough sets.

Thesis 5: Modal operators

As an application to Group Technology problems, I developed a new
method and an algorithm, based on modal operators defined on a con-
text, for determinig the complex components corresponding to a manu-

facturing process.
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Jelolések jegyzéke

(G, M, I) formélis kontextus

L(G,M,I)a (G,M,]I) a kontextushoz tartozé fogalomhdalé

L hél6

B(L) az L haléhoz tartozé dobozhdld

A’ az A halmaz objektumainak kozos tulajdonsagaibdl all6 halmaz

B’ a B azon objektumok halmaza, amelyek minden attribitummal
rendelkeznek

Ext(G,M,I) a (G, M, I) kontextusbdl szarmazé extenziok halmaza
(halsja)

Int(G,M,I) a (G, M,I) kontextusbdl szarmazé intenzidk halmaza
(halsja)

(P, <) részbenrendezett halmaz

0p vagy 0 a (P, <) részbenrendezett halmaz legkisebb eleme

1p vagy 1 a (P, <) részbenrendezett halmaz legnagyobb eleme

T extenzié-particié

7o az objektumhalmaz legfinomabb extenzié-particiéja

2PY a legfinomabb extenzié-particié amely tartalmazza z-t
A(P) a (P, <) részbenrendezett halmaz atomjainak dsszessége
B(G, M, I) a doboz-extenzick haldja
XY az X halmaz als6 approximacidja
X* az X halmaz fels¢ approximécidja
XV az X halmaz als6 approximacidja az inverz reldciéra nézve
X* az X halmaz fels6 approximaciéja az inverz reldciéra nézve
X¢az X halmaz komplementere
A(XY, X*) durva halmaz
RS a durva halmazok 6sszessége
RS = (RS, <) a durva halmazok részbenrendezett halmaza (halgja)

Az algoritmusok pszeudokédjainak leirdsdban alkalmazott tovdbbi
jelolések:

A, B, DS maétrix

7,1 valtozo

g [l] vektor

a «— 1 értékadds
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