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1. Bevezetés

Ertekezésem elsé részében a haléelméletbdl jol ismert strukturdt, a
fogalomhél6t vizsgdlom. Egy fogalomhdld, mint a neve is mutatja fo-
galmakbdl épiil fel, azaz objektumokbdl és a rajuk jellemz6 tulajdon-
sdgokbdl, igy tekinthetjiik az emberi gondolkodds egyfajta absztrakt
modelljének is. A fogalmakat egy, legtobbszor tabldzatban megadott,
kontextusbdl generaljuk és mint egy adatmodellbdl kiolvashatjuk az
objektumok halmaza (példdul alkatrészek) és a réjuk jellemzd tulaj-
donsdgok halmaza kozotti kapcsolatot. A fogalompérok (objektumok
és tulajdonsagok pérosa) fogalomhaléba rendezésével még jobb képet
kaphatunk az adathalmaz elemei kozotti rejtett kapcsolatokrodl, hie-
rarchigjukrél. Ertekezésemben a fogalomhalék, ezen beliil is a doboz-
extenzié halok elméletének egy kevésbé vizsgdlt alkalmazdsat, az ob-
jektumok osztalyozési fakba valé besoroldsét tanulményozom. A nagy-
méret{i adathalmazok elemeinek az ismert tulajdonsagok alapjdn torté-
nd csoportositdsa az adatbanydszat egyik legfontosabb feladata. A cso-
portok kialakitésa két eljarassal torténhet: osztédlyozassal (ebben az es-
etben valamilyen tulajdonsdgok alapjdn soroljuk be az elemeket) vagy
klaszterezéssel (ebben az esetben az adatok maguk alakitjdk ki a ,,cso-
portjaikat”). Mindkét médszer lényege, hogy az objektumhalmazt igy
particiondlja, hogy az azonos csoportba tartozé objektumok tobb ha-
sonlésdggal rendelkezzenek, mint a tobbi csoportba sorolt elemek. Az
adathalmazban val6 keresést konnyitik meg az altalam vizsgdlt oszté-
lyozési fék.

A dolgozat masodik részében az uin. durva halmazokkal foglalko-
zom. A durva halmaz fogalma Z. Pawlak nevéhez f{izédik. A durva
halmazokat a korai 80-as években vezette be. Az elmélet alapotlete,
hogy ismereteinket egy adott objektumrdl egy 1in. megkiilonboztethe-
tetlenségi relacioval adjuk meg. Ez azt jelenti, hogy - két objektum
,megkiilonboztethetetlen” ha ismert tulajdonsdgaik alapjan nem tudjuk
Oket megkiilonboztetni egymastol. J. Pomykata és J. A. Pomykata egyik
cikkiikben bebizonyitottdk, hogy ekvivalencia reldcio esetén (vagyis ha
a reldcié reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv) a durva halmazok egy
halét alkotnak, mégpedig egy teljes Stone halét. Ebbdl az eredmény-
bdl kiindulva sikeriilt dltaldnositanom ezt a tételt reflexiv és tranzitiv
(kvédzirendezési) reldciéra, és igy bebizonyitani egy a 90-es évek 6ta
megvalaszolatlan kérdést.

A durva halmazokat és alkalmazdsaikat tobb szempontbdl is vizs-
galtak, példaul tanulményoztak hogy milyen kapcsolat van a durva hal-
mazok elmélete és a fuzzy halmazok elmélete kozott, igy sziiletett meg
a fuzzy durva halmaz fogalma, amelyet az adatbanydszatban hasznél-
nak. Kiilon kiemelném az adatbanydszatban és a kozelité algoritmu-
sok kidolgozdsaban valé felhaszndldsukat. Az, hogy kapcsolat van a

fogalomanalizis és a durva halmazok elmélete kozott mér kordbban
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felmeriilt a szakirodalomban. A dolgozatomban bemutatom a durva
halmazoknak, pontosabban a veliik szoros 6sszefiiggésben 1évé modélis
operatoroknak egy alkalmazdsat a csoporttechnolégidban. A csoport-
technolégidban az alkatrészgyartis megtervezése, illetve a gyartocellak
kialakitdsa a kiilonb6z6 alkatrészek, technolégiai folyamatok kézotti ha-
sonlésdg felhasznaldsan alapszik. Az alkatrészcsoportok kialakitdsdnal
az uin. komplex alkatrészekbol is kiindulhatunk, melyeket tgy ka-
punk, hogy egy alkatrészcsoport valamennyi tagjanak a tulajdonsigait
egyetlen (legtobbszor képzeletbeli) alkatrészen jelenitjiik meg. A cso-
porthoz tartozé 6sszes tobbi alkatrészt ugyanezek a tulajdonsagok egy
részhalmaza jellemez. Dolgozatomban egy algoritmust konstrudltam,
ami egy alkatrészhalmazhoz tartozé kontextusbol kiindulva megadja a
csoportnak megfelelé komplex alkatrészeket, pontosabban a komplex
alkatrészek tulajdonsigait.

1.1. Irodalmi attekintés

Kutatdsom elso részének elméleti alapjat a részbenrendezett halma-
zok és halok elmélete jelenti. A kutatdsomhoz boséges szakirodal-
mat taldltam. A magyar nyelven irott miivek koziil a Szdsz Gédbor
klasszikusnak szamité Hdldelmélet cimii konyvét ([28]), Czédli Gébor
Halselmélet jegyzetét ([2]) emelném ki, amely mar a fogalomhaldkkal
kapcsolatos definicidkat is tartalmazza. Az angol nyelvii irodalomban
is szdmos forrds taldlhatd, ezek koziil Gritzer Gyorgy General Lat-
tice Theory cimii konyvét és B. A. Davey, H. A. Priestley Introduction
to Lattices and Order monografidjat ([5]) emelném ki. A fogalom-
analizis moédszerét kitiinéen mutatja be Bernhard Ganter és Rudolf
Wille Formal Concept Analysis ([6]) cim{i alapmiive, amely nemcsak a
legalapvetobb definiciékat adja meg, hanem a tovabbi kutatési irdnyokat
is nagyban meghatédrozza. Szintén nagy segitség, hogy az dltaluk létesi-
tett honlapon http://fcahome.org.uk megtaldlhaték a fogalomanalizis-
sel és alkalmazdsaival kapcsolatos legijabb eredmények.

Az objektumhalmaz felbontdsanak problémajdat Rudolf Wille vetette
fel egyik cikkében ([29]). Ebbél a cikkbél kiindulva Radeleczki San-
dor bevezette a dobozhdlé fogalmét és megvizsgilta ennek tulajdon-
sdgait [23], [24], [25], melyek nélkiilozhetetlenek a kutatdsomhoz. A
dobozhdalé hasznélata nagyban megkoénnyiti a nagyméretit kontextu-
sok, adathalmazok vizsgdlatdt, az ebben végzett kereséseket. A dol-
gozatban megvizsgalom, hogyan épithetdk fel az in. osztdlyozdsi fak
tolerancia osztdlyokkal, ortogondlis rendszerekkel - ehhez az elméleti
alapot J. A. Srejder [27] konyve nyujtotta. Czédli Gabor ([4]) cikke
alapjdn tjabb otletek sziilettek az osztdlyozdsi fak megkonstrudldsara.
A kutatdsomnak 1j irdnyt adott a B. Ganter, A. Korei, S. Radeleczki
Extent partitions and context extensions cimil cikke ([10]), melynek

hatdsdra az osztdlyozdsi fék egy teljesen 1j alkalmazdsa valt lehetove.
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Az osztalyozasi fak megkonstrudlasédra irt algoritmusoknél nagy segit-
séget nyujtott Kovdcs Laszlo cikke ([17]), amely egy hatékony médszert
ad osztdlyozasi fak megkonstrudlasdhoz. Az algoritmusok pszeudokdd-
jainak megfrasakor Cormen és tarsai ltal irt Algoritmusok c. konyvben
([1]) rogzitett konvencidkat kivettem.

Az értekezés mésik kutatdsi irdnyanak alapja a durva halmazok elmé-
lete. A durva halmaz fogalmét Z. Pawlak vezette be a korai 80-as évek-
ben. A kutatds elméleti alapjaként foként Z. Pawlak és J. Jéirvinen
cikkeit [14], [15], [21] emelném ki. Az elmiilt hdrom évtizedben kiilon-
boz6 tipusu (reflexiv, szimmetrikus, tolerancia) relaciok éltal definidlt
durva halmazokat vizsgiltak, ezen a teriileten is bdséges szakirodal-
mat taldltam, melyek koziil ismét J. Jérvinen cikkét emelném ki [13].
A fogalomanalizis és a durva halmazok elméletének ©sszekapcsoldsé-
val sziiletett meg az in. Rough concept analysis. Az tn. modalis
operatorok segitségével Y. Yao [10] harom kiilonboz6 tipusi ,foga-
lomh&lét” definidl. A modalis operdtorok segitségével bemutatunk egy
csoportechnoldgiai alkalmazédst. Ennek kiindulé pontja Mitrofanov A
csoportmegmunkdlas technoldgiai alapjai cimit konyve [20].

1.2. A kutatés célja

Tudomaényos kutatémunkam soran két {6 feladat elvégzésére toreked-
tem:

1. A [18] cikkbél kiindulva éltaldnositottam az osztdlyozasi fa
fogalmat. Késébb a [7] cikk alapjén adédott az az stlet, hogy megvizs-
galjuk, hogyan viltozik egy osztédlyozasi fa, ha a kontextust, amelybol
felépitettiik bovitjiikk egy elemmel. A matematikai héttér pontos ki-
dolgozdsa mellett f6 célom volt egy olyan program megaddsa, amely
egy elemi bovités sordn a régi kontextushoz tartozé osztédlyozdsi fabol
kiindulva megépiti az 1j kontextushoz tartozé osztdlyozasi fat. Egy
mésik célkitlizésem az volt, hogy optimalizdljam azt az eljardst, ami
megadja az 1j kontextushoz tartozé doboz-extenzié halét a kontextus
elemi bdvitése utan.

2. A durva halmazok elméletével foglalkozé irodalom alapos ét-
tanulmédnyozdsa utdn a kvazirendezéssel definidlt durva halmazok vizs-
galataval foglalkoztam. Tanulmdnyoztam, hogy hélét alkotnak-e il-
letve azt, hogy az igy kapott halé milyen tulajdonsdgokkal rendelkezik.
Megvizsgdltam a durva halmazok elméletének és a fogalomanalizis 6ssze-
kapcsoléddsandl szerepet jatszé modédlis operdtorok felhasznaldsat a
csoporttechnoldgiai vizsgdlatokban, azon beliil is a komplex alkatrészek
meghatdrozasaban.



2. Fobb eredmények
2.1. Osztéalyozési fdk és CD-independens halmazok

Egy kontextus nem mds, mint egy (G, M, I) hdrmas, ahol G az ob-
jektumok halmaza, M az attribitumok halmaza, I C G x M pedig
egy bindris reldcié. A ¢gIm reldcié azt jelenti, hogy a ¢ objektum
rendelkezik az m tulajdonsdggal (ahol ¢ € G, m € M). Legyen
K = (G, M,]I) egy kontextus és H C G és N C M két részhalmaz,
akkor a (H,N,I N H x N) harmast a (G, M, I) kontextus részkon-
textusdnak nevezziikk. Ha A C G és B C M, akkor az (A, B) part a
(G, M, I) kontextushoz tartozé fogalomnak nevezziik, ha A" = B és
B’ = A teljesiil, ahol
A" ={m € M | gIm valamennyi g € A-ra}
B’ ={g € G| gIm valamennyi m € B-re},

Tehét A" az A elemeinek kozos tulajdonsdgait jeloli, B’ pedig minden G-
beli elemek 6sszességét, amelyek rendelkeznek valamennyi B-beli tulaj-
donsdggal. Az A halmazt az (A, B) fogalom objektumrészének vagy
extenziéjanak, mig a B halmazt az (A, B) fogalom tulajdonsig-
részének vagy intenzigjanak nevezziik. A fogalmak kozott definidl-
hatunk egy részbenrendezést a kiovetkezoképpen: (A;, By) < (As, Bs),
ha A; C Ay (ekkor By C By is teljesiil). A (G, M, I) kontextushoz
tartozé fogalmak Osszessége a fenti rendezésre nézve teljes hédlét alkot,
amelyet L(G, M, I)-vel jeloliink és amelyet fogalomhalénak neveziink.

Vezessiik be a tovdbbi eredményekhez nélkiilozhetetlen fogalmakat a
[7] cikk alapjdn:

2.1 Definicié. Legyen (G, M, I) egy kontextus és P = {G, | j € J}
a (G egy particiéja. Azt mondjuk, hogy a P particié a G halmaz egy
extenzié-partici6ja, ha G = G; teljesiil minden j € J-re (azaz a G|
blokkok zartak kozos tulajdonsagaikra nézve).

2.2. Definicié. Legyen (G, M, I) egy kontextus. Egy F C G halmazt
doboz-extenziénak neveziink, ha E a kontextus valamely extenzio-
particidjanak egy osztdlya vagy F = @ .

Vezessiik be az aldbbi fogalmakat [V3] megfelel6 definiciéi alapjén.

Legyen (P, <) egy részbenrendezett halmaz, melynek van legnagyobb
eleme 1 € P és legyen T C P, T # () egy részhalmaza. Tekintsiik az
aldbbi feltételeket:

[t) NT lanc barmely ¢t € T-re; (1)
[) N'T (nemiires) ldnc barmely x € P\ {0}-ra. (2)

2.3. Definicié. (i) A T halmazt irdnyitott erdének nevezziik, ha
teljesiti az (1) feltételt. T irdnyitott fa, ha irdnyitott erdé és 1 € T'
is teljesiil.
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(ii) T-t osztalyozasi fanak nevezziik, ha teljesiti a (2) feltételt és
1 € T. T maximdlis osztalyozasi fa, ha nem valédi részhalmaza
egyetlen mds osztdlyozasi fanak sem.

Vezessiik be most a p C P? reldciét a kovetkezéképpen:
bérmely a,b € P-re

apb <= a < bwvagy b < avagy aNb=0.

Konnyen beldthaté, hogy p reflexiv és szimmetrikus, vagyis egy tgy-
nevezett tolerancia relacio.

2.4. Definicié. Legyen P egy nemiires halmaz, B C P és R egy
tolerancia relécié B-n, akkor:

(i) B-t tolerancia el6osztdlynak nevezziik, ha minden z,y € B-re
xRy.

(ii) B tolerancia elfosztalyt tolerancia osztdlynak nevezziik, ha B
maximalis az eléz6 tulajdonsdgra nézve, azaz minden egyéb z ¢ B-re

létezik b € B ugy, hogy (z,b) ¢ R.

2.5. Tétel. Legyen (P,<) egy korldtos részbenrendezett halmaz és
T C P egy nemiires részhalmaza. Akkor ekvivalensek az aldabbi dllitdsok:
(i) T egy irdnyitott fa és T U {0} N—részfélhdldja (P, <)-nek;

(ii) T egy osztdlyozdsi fa;

(iii) T egy p elbosztdly, amely tartalmazza az 1-elemet.

Az alébbi definici6 alapjdul a [4] cikk szolg4lt.

2.6. Definicié. Legyen L egy hdlé, amely tartalmaz legkisebb 0
elemet. Egy X részhalmazit L-nek CD-independensnek nevezziik,
ha barmely z,y € X-re x < y vagy y < x vagy x Ay = 0. Azaz barmely
két eleme X -nek 6sszehasonlithaté (angolul comparable) vagy diszjunkt
(disjoint), innen ered az elnevezése a halmaznak. A maximalis CD-
independens részhalmazokat CD-bazisoknak nevezziik.

2.7. Allitas. Legyen L egy korldatos hals, amelynek legkisebb elemét
0-val jelolyiik és T C P eqy mnemiires részhalmaza. Akkor ekvivalensek
az alabbr dllitdsok:

(i) T egy CD-bazis L-ben;

(ii) T a p reldcié egy tolerancia osztdlya;

(iii) T egy maximdlis osztdlyozasi fa.

2.8. Definici6. Legyen L egy teljes hal6, amely tartalmazza a legki-
sebb 0 elemet is. L nemzéré elemeinek az O = {a; |i €I}, # @
halmazat L egy ortogondlis rendszerének nevezziik, ha a; N a; = 0,
1 # j. O egy teljes ortogondlis rendszer, ha nem létezik olyan or-
togondlis rendszer, amely 6t tartalmazza. (A {0} szntén ortogonalis
rendszernek tekintjiik.) Az ortogonalis rendszerek halmazan, Ort(L),
értelmezhetiink egy rendezési reldciét tgy, hogy ezzel a részbenren-

dezéssel egy hélét alkot, azaz (Ort(L), <) szintén egy halo.
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A [V3] és [11] cikkekben bizonyitdst nyert a kovetkezd tétel:

2.9. Tétel. Legyen L véges hdlo és T eqy osztalyozdsi fa L-ben. Akkor
(i) T-hez taldlhato egy olyan C = {Sy | A € A} lanc Ort(L)-ben amelyre

= ALEJAS)\'

(ii) Ha T egy CD-bazis (azaz egy mazximdlis osztdlyozasi fa), akkor C
egy mazximdalis lanc Ort(L)-ben és |T| = |C|.

2.2. Osztalyozdasi fak a doboz-extenziok haléjaban

2.10. Definicié. Egy 7 C Ext(G, M, I) osztélyozasi fét teljes osz-

tdlyozdasi fanak nevezziik, ha minden maximélis {F;| i€ [} C T

antildnc esetén 'UIEi = (. Ha ezenfelil 7 nem valédi részhalmaza
1€

egyetlen teljes osztélyozasi fanak sem, akkor maximadlis teljes oszta-

lyozasi fanak nevezziik.

Azonnal észrevehetd, hogy egy ilyen 7 teljes, ,miiszaki”, osztélyozési
fa minden eleme egy doboz-extenzid, azaz 7 val6jaban egy a doboz-
extenzidk hal6jabdl kivédlasztott osztdlyozasi fa.

2.11.  Allitas. Legyen (G, M,I) egy véges kontextus, Ext(G,M,I)
a kontextushoz tartozé extenzick hdldja és B(G, M,I) pedig a hozzd
tartozo doboz-extenziok haldja, akkor ekvivalensek a kovetkezo dllitdsok:
(i) T C Ext(G, M, 1) egy teljes osztalyozdsi fa;

(ii) T egy osztalyozdsi fa B(G, M, I)-ben és minden mazimdlis

{E;|i eI} C T antilinc egy teljes ortogondlis rendszer B(G,M,I)-
ben.

2.12. Kovetkezmény. 7 C B(G, M, I) akkor és csakis akkor egy
mazximalis osztdlyozasi fa a B(G, M, 1) doboz-extenzié hdldban, ha T
egy mazimdalis teljes osztalyozasi fa az Ext(G, M, I) hdléban.

A tovdbbiakban megmutatom, hogy egy elemi kontextusbdvités sordan
a keletkezo 1j doboz-extenzié hdlé valamennyi osztalyozasi f4ja megkap-
haté az eredeti sziikebb kontextus doboz-extenzié haldjénak osztédlyo-
zési fainak a médositasédval.

2.13. Tétel. Legyen Ky = (H,M,INH x M) a (G, M,I) véges
kontextus egy részkontextusa gy, hogy H = G\ {z}, 2P # {2} és
legyen T egy osztdlyozasi fa a B(Ky) haldban. Akkor igazak az aldbbi
allitasok:

(1) TW ={E e T| E € B(G,M,I)} egy rendezésidedl T -ben és

TA ={EcT|EU{z} € B(G,M,I)} egy véges lanc T -ben és T N
T = (;

(i) 7T* =TWU{EU{z}| E € T®} egy osztilyozdsi fa a B(G, M, I)-
halsban.

(iii) Ha T a B(Ky) hdlé minden atomjdt tartalmazza, akkor T*U{z"9}
egy olyan osztalyozasi fa B(G, M, I)-ben ami annak ugyancsak minden

atomyjdt tartalmazza.
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2.14. Tétel. Legyen Ky = (H,M,INH x M) a Kg = (G, M,I)
véges kontextus egy részkontextusa gy, hogy H = G\ {2}, 2P° # {z}.
Akkor igazak az aldabbi dllitdasok:

(i) Minden Tg C B(Kg) osztdlyozasi fahoz taldlhato egy olyan Ty C
B(Kp) osztilyozasi fa, amire T = T} teljesiil.

(ii) Ha 7 C B(Kg) mazimdlis osztdlyozasi fa, akkor B(Ky)-ban is
létezik eqy olyan M maximdlis osztilyozdsi fa, hogy Tc = M* teljesiil.

2.3. Durva halmazok

Legyen R egy binédris reldcié az U univerzumon és jelolje R(z) azon
y € U elemek halmazit, amelyekkel = reldciéban &ll, azaz legyen
R(z) = {y € R| xRy}. Legyen X C U egy részhalmaz, akkor X
alsé approximaicigja és fels6 approximadacidja a kovetkezoképpen
definidlhato:

XY = {ze€U|R(x)C X},
Xt = {z€U|Rx)NnX #0}.

Definidlhatunk egy reldciét U részhalmazai kozott is: azt mondjuk,
hogy az X és Y halmaz akkor durvan ekvivalens, jelolése X = Y,
ha az alsé és fels6 approximdciéjuk ugyanaz, tehat ha XY = YV és
X4 =Y* A =ekvivalencia relécié, amelynek az ekvivalencia osztélyait
durva halmazoknak nevezziik. Azaz X = Y azt jelenti, hogy (a
megkiilonboztethet6ség alapjdn) ugyanazok az elemek tartozhatnak X-
hez és Y-hoz.

A durva halmazok definidlhatéak approximacidikkal, azaz barmely X C
U esetén egy durva halmaz igy reprezentdlhato:

AX) = (X7, X*4).
Tehat a durva halmazok tsszessége a kivetkezoképpen irhato fel:
RS ={(X",X*) | X CU}
RS-en bevezethetiink egy részbenrendezést a kovetkezoképpen:
(X', XY <Y, V4 < X"CY"és XA CYA

Ez azt jelenti, hogy RS = (RS, <) egy részbenrendezett halmaz, ahol
a legkisebb elem A()) = (0¥,0), a legnagyobb elem pedig A(U) =
(U, U*).

Sikeriilt bebizonyitanunk, hogy a kvéazirendezéssel definidlt durva
halmazok egy halot alkotnak, mégpedig:

2.15.Tétel. Ha R eqgy kvdzirendezés a nemires U halmazon, akkor
RS egy teljes részhdldja a p(U) x o(U) hdlénak.
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2.16. Kovetkezmény. Ha R egy kvdzirendezés a nemiires U halma-
zon, akkor RS egy teljesen disztributiv teljes hdld, melyben

Aoy = (e esvac) = (U ue)

icl el el iel i€l el
minden {A(X;)|i € I} C RS esetén.

Az alabbi dllitasokban bemutatjuk a durva halmazok hélgjénak néhany
jellegzetes tulajdonsdgét.

Jeloljiik X¢vel az X halmaz komplementumat U \ X -et, akkor kénnyen
beldthaték az alabbi egyenloségek:

XAC — XCV és XVC — XCA. (1)
Ertelmezziik a kovetkez6 leképzést a durva halmazok haléjan:

c: RS — RS, A(X) — A(X").
Mivel ¢((X7, X*)) = (X, X4) = (X*°, X7 minden X C U esetén,
ezért a c leképzés jol definidlt. Kénnyen belathaté az is, hogy A(X) <
AY) = A(Y*) < A(X°) ami azt jelenti, hogy ¢ egy rendezésfordité
leképzés RS-en.
Minden a, 5 € RS esetén

clavp) = cla)Ac(B)
clanp) = cla)Vve(p)
clc(la) = «
Miésszoval ¢ egy de Morgan miivelet az RS teljes halon.

Legyen L egy disztributiv hélé, amin értelmezett egy ¢ de Morgan
mfiivelet. Amennyiben minden z,y € L-re teljesiil az

rhe(r) <yvely)  (4)

egyenl6tlenség, akkor a K = (L, A, V, ¢) algebrit Kleene algebranak
nevezziik.

2.17. Allitds. Ha R eqy kvdzirendezés a nemiires U halmazon, akkor
(RS,N,U, c) eqy Kleene algebra.

Legyen L egy hélé amelynek a legkisebb eleme a 0. Egy x* elemet
az r € L pszeudokomplementumanak neveziink, ha =z A z* = 0
és minden a € L-re, x A a = 0-bdl kovetkezik, hogy a < z*. Min-
den elemnek legfeljebb egy pszeudokomplementuma lehet. Egy h&lét
pszeudokomplementumosnak neveziink, ha minden elemének van
pszeudokomplementuma. Legyen L egy halé amelynek a legnagyobb
eleme az 1. Az z* elemet az © € L elem dudlis pszeudokomple-
mentumanak nevezzik, ha = V27 =1 és 2 V y = 1-bdl kovetkezik,
hogy z* < y*.

2.18. Allitds. Ha R eqy kvdzirendezés a nemiires U halmazon, akkor

RS és a dudlisa RS? is pszeudokomplementumos hdlé.
11



Legyen R egy bindris reldcié az U univerzumon és R~! az inverz
reldciéja. Akkor R™! esetén is definidlhaté X C U als6 és felsd app-
roximéciéja, amit az X7V és X* szimbélumokkal jelslink. FEzek a
kovetkezok:

XY = {zeU|R'(z) C X}
X® = {2c€U|R Yz)NX #0}.

2.19. Allitas. Az RS haléban minden X C U esetén a pszeudokom-
plementum a kovetkezo

A(X)" = A(XA%),

2.20. Allitas. Az RS hdlsban minden X C U esetén a dudlis pszeu-
dokomplementum a kovetkezoképpen adhatoé meg

AX)T = AXT7).

Az alabbi tételben sziikséges és elégséges feltételt bizonyitottam arra
nézve, hogy a kvazirendezéssel definidlt durva halmazok haléja Stone
halé legyen.

2.21.Tétel. Legyen R egy kvazirendezés az U univerzumon. RS akkor
és csakis akkor Stone hdld, ha R"'o R =RV R™!.

12



3. Uj tudoményos eredmények

3.1. Osztdlyozasi fak és CD-independens halmazok

A fogalomanalizisben és az informatikdban is régéta ismert az oszté-
lyozdsi fa fogalma. A miiszaki gyakorlatban egy osztdlyozdsi fit az
objektumoknak (alkatrészeknek) egyre finomabb osztélyozasi rendsze-
reinek a lancaként kapunk meg. Az osztdlyozasi fa fogalmat dltaldanosi-
tottam gy, hogy az részbenrendezett hamazokban is értelmezheté.
Kiindulva a Czédli Gédbor éltal bevezetett CD-independens halmaz
fogalmdabdl, megvizsgaltam hogy ezek milyen kapcsolatban dllnak egy
korldtos héléban definidlt maximélis osztélyozasi fakkal, illetve egy &l-
talam bevezetett specidlis tolerancia osztédlyaival. A 2.9 tételbdl kiin-
dulva kidolgoztam egy algoritmust ami a doboz-extenzidk h&ldjaban
ortogondlis rendszerek egy lancabdl hoz létre osztalyozdsi fat.

A 2.7 Tétel, 2.9 Allitds és 2.11 Tétel alapjdn az aldbbi tézist allitom
fel:

1. Tézis:

Ekvivalens allitdsokat fogalmaztam meg és bizonyitottam az
osztalyozasi fak és CD-béazisok kozo6tti kapcsolatrél. Kidol-
goztam és hatékonysiag szempontjabdl elemeztem egy olyan
algoritmust, ami ortogondlis rendszerek segitségével hoz létre
osztalyozdsi fakat.

Az 1. Tézis alapjdul szolgalo tételeket és bizonyitdsokat a disszertacié
3. fejezete, illetve [V2] ,[V3] és a [V4] publikdciok tartalmazzak.

3.2. Osztalyozasi fak a doboz-extenziék hédléjaban

A B. Ganter, A. Korei, S. Radeleczki [7] cikkiikben tanulményoztdk
hogyan valtozik a dobozhdld, ha a kontextust egy elemmel bdvitjiik.
Megvizsgaltdk, hogy egy kontextus doboz-extenziéi milyen esetben ma-
radnak doboz-extenziék az 1j kontextusban. A matematikai ered-
ményekbdl kiindulva algoritmust dolgoztak ki a dobozhdlé inkremen-
talis felépitésére. FEzekbol az eredményekbol kiindulva definidltam a tel-
jes osztalyozési fat (miiszaki értelemben vett osztdlyozasi fét), melyrol
megmutattam, hogy minden eleme doboz-extenzié, azaz valgjaban meg-
egyezik egy a doboz-extenzidk h&dldjabdl kivalasztott osztédlyozdsi faval.
Bebizonyitottam, hogy egy elemi kontextusbovités soran a keletkezo 1j
doboz-extenzié halé valamennyi osztdlyozasi fdja megkaphaté az ere-
deti, szlikebb kontextus doboz-extenzié héléjanak az osztélyozdsi faibdl
azok moédositdsdaval. A moédszer hatékonysagat az biztositja, hogy elég

ismerniink az eredeti dobozhdlé egy osztdlyozdsi fdjit, illetve ennek
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doboz-extenzidit, nincs sziikségiink a bovitett kontextushoz tartozé 1j
dobozhdl6 elemeire (egy kivételével, ami az 1j elem doboz-extenziGja).

A disszertacié 3.5 fejezetének eredményei alapjén a kovetkezd tézist
fogalmazom meg:

2. Tézis:

Megvizsgaltam a kontextus sziikitésének és bovitésének hata-
sat az osztdlyozdsi fikra a doboz-extenziék hdlgjaban. Iga-
zoltam, hogy egy elemi bovités utan az 1ij kontextus doboz-
extenzio haléjanak valamennyi osztalyozasi faja megkonstrudl-
haté a régi kontextushoz tartozé osztalyozasi fak mdédositasa-
val. Algoritmust dolgoztam ki egy elemi b6vités soran kapott
kontextus osztdlyozasi faiinak megkonstrudlasara.

3.3. Durva halmazok

A durva halmazok szakirodalménak alapos attekintése utéan, bebizonyi-
tottam, hogy egy kvézirendezéssel definidlt durva halmazok egy telje-
sen disztributiv teljes halot alkotnak. Megmutattam, hogy ez nem egy
komplementumos hélé, de harom, a komplementumképzés miiveletéhez
hasonld, undris miivelet is definidlhaté rajta. Sziikséges és elégséges
feltételt adtam meg arra nézve, hogy a kvazirendezéssel definidlt durva
halmazok h&léja mikor lesz Stone halé.

A disszertacié 4.3 és 4.4 fejezetének eredményei alapjan a kovetkezd
két tézist fogalmazom meg:

3. Tézis:

Bebizonyitottam, hogy egy kvazirendezéssel definialt durva
halmazok teljesen disztributiv teljes hal6t alkotnak. Ez a hélé
egy rajta természetes médon definidlt de Morgan miivelettel
egyiitt egy Kleene algebrat alkot.

4. Tézis:

Megfogalmaztam és bizonyitottam annak a sziikséges és elégsé-
ges feltételét, hogy a kvazirendezéssel definidalt durva halma-
zok haléja Stone hdl6t alkosson. Ekvivalens allitasokat fogal-
maztam meg a halé tulajdonsagaira vonatkozdéan.

Az 3. Tézis és 4. Tézis alapjdul szolgdlo tételeket és bizonyitdsokat a
disszertdci6 4. fejezete, illetve [V1] publikdcié tartalmazza.

Felhaszndlva a durva halmazok elmélete és a fogalomanalizis kozotti
kapcsolatot, a modailis operdtoroknak egy csoporttechnolégiai alkalma-
zasat mutatjuk be. Az alkatrészek gydrtasdat nagyban megkonnyiti, ha
az alkatrészeket meghatdrozott rendszer szerint csoportositjuk. A cso-

portok kialakitdsandl szamitdasba kell venni az alkatrészek méreteit, a
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geometriai alakjat, a megmunkalandé feliiletek azonossagat, a nyers-
darabok hasonlésagat, a megmunkélds gazdasdgossagat, a legyartando
alkatrészmennyiséget. Az alkatrészcsoportok kialakitdsanal egy olyan
jellegzetes alkatrészbdl indulunk ki, amely az adott csoport tsszes tu-
lajdonsdgait tartalmazza. A komplex alkatrész megtervezésénél abbdl
kell kiindulni, hogy a csoport minden alkatrészét ugyanazzal a tech-
nolégiai folyamattal lehessen megmunkalni, azonos vagy fokozatos gép-
bedllitdssal és azonos tipusu szerszamokkal. A gondolatmenet egy-
szeril: egy kontextusban eltaroljuk a legydrtandé alkatrészeket (ob-
jektumokat) és ezek tulajdonsdgait. Megszerkesztem a kontextushoz
tartozé komplementer kontextust (akdr azt is mondhatndnk, hogy a
kontextus ellentettjét) és megkeresem ennek a legfinomabb extenzié-
particiéit. Kovetkezd 1épésként megkeressiik a legfinomabb extenzio-
particié elemeinek a tulajdonsigait az eredeti kontextusban és utolsé
lépésként megkapjuk a komplex alkatrészt, amely egy olyan virtuédlis
vagy valés alkatrész, amelynek tulajdonsdgai nem médsok, mint az el6z6-
leg meghatarozott tulajdonsdghalmaz elemei.

A disszertacié 5.3 fejezetének eredményei alapjdn a kovetkezd tézist
fogalmazom meg:

5. Tézis:

Kidolgoztam egy mddszert és egy algoritmust, amely egy alkat-
rész-tulajdonsag tipusi kontextusbdl kiindulva mod4lis opera-
torok segitségével meghatdrozza az adott alkatrészhalmazhoz
tartozé komplex alkatrészeket.

Az 5. Tézis alapjdul szolgalo tételeket és bizonyitdsokat a disszertacié
5.3 fejezete illetve [V9] publikdcié tartalmazza.
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4. Summary

This PhD dissertation contains new results about classification trees,
elementary extensions of a context and rough sets determined by quasi-
order relations. We give also some algorithms for the construction of a
classification tree in the lattice of box extents. The effect of an elemen-
tary context extension on the lattice of box extents of a context and
on the classification trees corresponding to this lattice is also studied.
We also show an application of the modal operators (defined in rough
set theory) in Group Technology for finding complex components.

Thesis 1 : Classification trees and CD-independent sets

I formulated and demonstrated some equivalent assertions concerning
the relation between classification trees and CD-bases. I evaluated and
analized for efficiency an algorithm for constructing classification trees
by using orthogonal systems.

Thesis 2 : Classification trees in the lattice of box extents of
a context

I have studied the effect of elementary extension and reduction of a
context on classification trees in the lattice of the box extents of the
context. In the case of an elementary context extension, I have elabo-
rated an algorithm which constructs the classification trees of the lattice
of box extents of the new context by modifying the classification trees
belonging to (box extents lattice of) the old context.

Thesis 3 : Rough sets defined by a quasiorder relation

I proved that the rough sets defined by a quasiorder relation form a
completely distributive complete lattice. This lattice together with a de
Morgan operation defined on it (in a natural way) is a Kleene algebra.

Thesis 4: The Stone lattice of rough sets defined by a quasi-
order relation

I answered the question when the rough sets determined by a quasi-
order form a Stone lattice. I formulated and proved some equivalent
assertions concerning the properties of this lattice of rough sets.

Thesis 5: The application of modal operators

As an application to Group Technology problems, I developed a new
method and an algorithm, based on modal operators defined on a con-
text, for determinig the complex components corresponding to a manu-
facturing process.
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