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1. Bevezetés

A jelen értekezés a programtesztelés egy specialis témakorével foglalkozik, amikor is
egy algoritmus szamitogépen realizalt programjanak a helyességével kapcsolatban
kell valamilyen modon allast foglalnunk. Eldrebocsatjuk, hogy abszolat biztos
dontési modszert nem adunk ebben az értekezésben egy ilyen kérdés eldontésére.
Figyelmiink arra iranyul, hogy olyan statisztikai alapu tesztelési elvet alakitsunk ki,
amelynek révén, ha a helyességet nem is, de legalabb a nem helyesség erds gyantjat
elérjiik, ha a program valoban nem helyes. Az &ltalunk kovetett modszer nem
automatikus, inkabb egy elv realizalasat jelenti, altalanosan nem ,,tomegesithetd”, de

szamos esetben figyelemre méltd eredményt is adhat.

Az értekezés megirasakor nem elhanyagolhaté szempont volt az anyagnak az
oktatési folyamatba torténd esetleges beillesztésének az igénye. Tamaszkodtunk tehat
a meglévl tantargyi struktirakra és igyekeztiink minél elemibb megoldasokat,
bizonyitasokat kidolgozni. A dolgozatban eldszor a teljesség igénye nélkiil réviden
Osszefoglaljuk azokat a fogalmakat, amelyekre tadmaszkodunk, vagy amelyek
kijelolik a kornyezetet, amelyben dolgozunk. A linearis algebrai és a statisztikai
legalapvetobb fogalmakat ismertnek tételezziik fol, de a statisztikaiak egy részét a
formulakra valé nehézkes visszaemlékezhetdéség miatt a fiiggelékben helyeztik el.
Célunk figyelembevételével hat fejezetre osztottuk a témankat. A bevezetést
kovetden a masodik, harmadik és negyedik rovid fejezetben Osszefoglaljuk az
algoritmusokkal és a programokkal kapcsolatos alapvetd ismereteket, kijeldljiik a
kovetendd szemléletmddot. Megvilagitjuk a programhelyesség €s annak eldontése,
ellendrzése fogalmat, valamint az ezzel jard nehézségekrdl is szolunk par szot.
Megadjuk az algoritmus randomizalasanak egy modszerét, ¢és annak
felhasznalhatosagat. Konkrét alkalmazasra példaként az otodik fejezet szolgal,
amelyben a kivalasztott algoritmus a hatvany modszer, amelyet a linearis algebraban
targyalt részleges sajatérték, sajatvektor meghatarozasi probléma egyik lehetséges
megoldasi algoritmusaként ismeriink. A valasztas azért esett erre az algoritmusra,
mivel ahhoz egyszerti, hogy ne lehetetleniiljon el a targyalds, viszont nem annyira

egyszert, hogy trivialitdsokat kelljen mondanunk. Vannak a hatvany modszernél



jobb moddszerek is ezen sajatérték, sajatvektor probléma megoldasara, de a
dimenzidszam drasztikus novekedése esetén ezen versenytarsak egyre tobb
nehézséggel kiizdenek. Jellemz6 példaként emlitjilk meg, hogy a Google internetes
keresd szoftver a taldlt honlapok rangsoroldsdra (a taldlatok fontossagi sorrend
szerinti felsoroldsara) 2004 o6ta a hatvany moddszert hasznalja irdnyadé elvként. A
probléma méretét a figyelt honlapok szama szabja meg, amely jelenleg koriilbeliil 4,3
millidrd. Ezeken a honlapokon a linkek szdmanak figyelembe vételével végez a
Google egy Markov lancnak megfeleld véletlen bolyongast, ezzel modellezve a
honlapokon ,,sz6rf6z0” viselkedését.. Az eredményként kapott valdszinliségi vektor
elemei adjdk az egyes rangokat, ugyanis azok a hosszu ,,szorfozés” utani honlapra
jutds valoOsziniiségei lesznek, és ezek a Markov lanc matrixdnak a legnagyobb
sajatértékeéhez tartozo sajatvektorat alkotjak. A matrix egyébként egy erdsen ritka
matrix, sztochasztikus matrix, amelynek a legnagyobb sajatértéke éppen egy. A
hatvany modszer tehat wjra az érdeklddés kozéppontjaba keriilt. A hatvany
modszerrel a célunk nem az volt, hogy megjavitsuk, hiszen szdmos javitott valtozata
régota ismert [28,32,41,47,51,...]. A f6 feladatunk az algoritmus statisztikai
tulajdonsagainak a tanulmanyozasa, amelyekbdl azutan egyeseket felhasznalhatunk,
vagy kapcsolatba hozhatunk a programhelyességgel. Mi éppen informacioelméleti
statisztikdkat javaslunk és mutatunk be mindamellett, hogy az algoritmus elemzése
kozben néhany 0Osszefliggésre is ramutatunk. Az értekezés utolsd fejezetében, a
hatodik fejezetben foglaljuk 6ssze a kapott eredményeket. Az eredmények elérésére
és a kapott Osszefliggések szemléltetésére MATLAB kornyezetet feltételezo
szamitogépes programot készitettiink, amelynek forrasnyelvi listajat az értekezéshez

csatolt melléketekben taldlhatjuk meg.

Ami a fejezetek szadmozasat illeti, az arab szdmokkal torténik 1-gyel kezdddden
novekedd sorrendben. A fejezetek alfejezetei szintén arab szamokkal, eggyel
kezdddden indulnak és a fejezet szamahoz egy ponttal flizddnek hozza. A formulak
¢és a tételek szamozdsa minden fejezetben és alfejezetben egytdl kezdddden eldlrdl
indul. Ha egy hivatkozott formula az éppen aktualis fejezetben vagy alfejezetben

talalhato, akkor csak a tétel vagy formula ottani szdmat adjuk meg. Ha a hivatkozott



tétel vagy formula masik fejezetben vagy alfejezetben van, akkor a szama elé ponttal

hozzafiizve feltiintetjiik a fejezet vagy alfejezet szamat is.

Koszonetnyilvanitas

Itt szeretném kifejezni koszonetemet Prof. Dr. habil. Galdntai Aurélnak,
témavezetdmnek, aki felhivta a figyelmemet a témara, ¢és aki végig kitartéan segitett.

Ugyancsak koszonet illeti mindazokat, akik biztak bennem ¢€s tdmogattak.



2. Algoritmusok és programok

Az algoritmusok probléma megoldési, feladat megoldasi modszerek megfogalma-
zasal. Miutan egy problémat, feladatot megfogalmaztunk, tovabba azt is
megallapitottuk, hogy mit értiink a megoldasan, a megoldas elérésére rogzitiink
valamilyen modszert. Létezzen a megoldas, kiilonben nem kell megtalalni. Altalaban
tobb modszer is 1étezhet a megoldas elérésére. A megoldas elérési modszerének a
szabatos, 1épésekbe foglalt megfogalmazasat tekintjiik majd algoritmusnak, amely
altalaban absztrakt lehet és megadja azon tevékenységeket vagy miiveleteket,
amelyek révén a kiindulé helyzettdl eljutunk a megoldasig. Lényeges a
kivitelezhet6ség, amelyen persze olyasvalamit értiink, hogy véges sok 1épésbol
alljon, a Iépések mindegyike véges id0 alatt elvégezhetd legyen, véges sok eréforrast
kosson le, véges 1d6 alatt fejezOdjon be, minden 1épés egyértelmiien legyen
megfogalmazva és egyértelmii legyen a 1épések egymdsutanisidga is, ugyancsak
egyértelmii legyen a kezddlépés valamint a befejezés detektalhatosaga, és a kapott
végallapotbol a megoldas kiolvashatosdga. Nem célunk belemenni maganak az
algoritmus fogalménak az absztrakt fogalmakkal torténd megkozelitésébe, példaul a

Turing gépes leirdsba, mivel erre nem lesz sziikségiink.

Az algoritmust ugy fogjuk fel, mint egy fiiggvényt, amely valamely x e X elemhez
(input adathoz) valamely z € Z elemet (output adatot) rendel hozza. Egy 4: X — Z
leképezés. Természetesen x ¢és z is lehet bonyolult felépitésii és nagyméretii. A
probléma ennek a leképezésnek a megvaldsitasaban, végrehajtasdban all valamely
tetszéleges, de rogzitett xe X esetében. Az X ¢és Z halmazok az algoritmus
(fliggvény) értelmezési tartomanya ¢és értékkészlete. Szemléletesebb talan a
transzformécid fogalméan keresztiil ezt leirni azzal, hogy az A algoritmus az
xelemek X terét a z elemek Z terébe transzformalja at. Ebben a képben az x

elemek az input, bemenet, a z elemek az output, kimenet szerepét jatsszak. Abraban

xeX zeZ




Az algoritmus tényleges fizikai lejegyzését nevezziik (nevezhetjiik) programnak. Ez
torténhet szavakkal, grafikus folyamatabraval, struktogrammal, pszeudokoddal vagy
valamely ismert programozasi nyelv szintaxisa szerint. Tehat a program az absztrakt
algoritmus realizdldsa. Ha még a realizacidohoz talalunk megfeleld hardvert is, akkor
implementaltuk az algoritmust arra a hardverre. Megint csak érintetleniil hagyjuk az
adott hardveren miik6dé operacios rendszer jellegzetességeit. A hardver fizikai
képességei korlatozhatjdk az algoritmus hatokorét, megvaltoztathatjdk az
input/output halmazokat. Altalaban sziikitik azokat, és bizonyos fokig az algoritmust
is eltorzithatjdk. Ezeket a kérdéseket szintén nem targyaljuk. A transzformacio
leirdsa altaldban nem egyértelmii, ugyanazt a leképezést tobbféleképpen is
példa erre Margulis [45] cikke, amelyben a nemnegativ matrixok legnagyobb
sajatértekének €és a hozza tartoz6 megfeleld sajatvektor meghatarozasara Fam van At
altal leirt Z1 algoritmusrél bizonyitja be, hogy az nem mas, mint a hatvany modszer

egy esete.

Ha elkészitettiik a programot, akkor utasitasok, miiveletek véges felsoroldsa all
eldttiink. Ezek az utasitasok, miveletek az adott programozasi nyelv parancsai.
Aprolékossaguk a nyelv fejlettségi szintjétdl fiigg. A programot végrehajtasa kozben
minden két, idoben egymast kozvetleniil kovetd utasitds kozott egy allapottal
jellemezhetjiik. Ez az allapot egy s, :(di, f,) paros, amely azt mondja meg, hogy
hogyan kovetkezik a d, adat felhasznalasa az f; fiiggvény (parancs) altal, amelynek
eredménye egy ujabb s, = fi(di): (dM, fm) allapot lesz. A program tehat egy
kezdé allapotbol indulva allapotok sorozatan keresztiil egy végallapot fel¢ halad. Ha
el is éri azt, akkor befejezte a munkdjat, és akkor beszélhetink a program

eredményérdl. Tulajdonképpen ilyenkor a program kilép a szamara eldirt allapotok

terébdl, €s az operacios rendszer veszi at a vezérlést.

A program elkészitése a specifikdcio alapjan kell, hogy torténjen. A specifikacio
maga a leképezés, az input/output elemek egymashoz rendelése. A program ennek a
hozzarendelésnek a mikéntjét irja le, megad egy kiszamitasi szabalyt. Kérdés, hogy a

program végiil is valoban olyan kiszamitasi szabalyt ad-e meg, amely az eredeti



specifikaciot valositja meg, vagy nem. A kérdés finomitdsa, hogy egy adott
hardveren, adott operacios rendszer mellett a valasz lehet igen, masik esetében pedig
esetleg nem, tehat a specifikdcionak ki kellene terjedni a hardver és a szoftver
leirasara is, de erre, mint emlitettik, nem tériink ki. Ezzel el is érkeztink a

programhelyesség problémakdréhez.



3. Programhelyesség

A program specifikacidja tehat megadja a program lehetséges inputjainak az X
halmazat, valamint az x € X inputhoz tartozé z outputtal az Gsszetartozo (x,z)

parokat. Ezt roviden gy irhatjuk le, hogy megadand6 az

il o(x)}
(e 2) vl 2)f

ugynevezett eldfeltétel €s utofeltétel paros, ahol (o(x) és t//(x,z) predikatumok. A
paros megadja a helyes inputok halmazat és a helyes hozzarendeléseket. Azt
mondjuk, hogy a P program végrehajtasa az inputok (o(x) specifikacioja mellett
befejezodik, ha a végrehajtds soran az inditasi pontbol eljut a végallapothoz, a
megallasig. Parcialisan helyesnek mondjuk a P programot, ha a P(x) eredményre
teljesiil, hogy w(x,P(x)):igaz minden olyan x inputra, amelyre (o(x):igaz, és a
program befejezédik. Teljesen helyesnek mondjuk a P programot, ha minden olyan
X inputra, amelyre go(x):igaz, a program befejezddik, és a P(x) eredményre

teljesiil, hogy g//(x, P(x)) =igaz . Tehat a P program helyességének a vizsgélatat az

{eldfeltétel}
P
{utofeltetel}

séma felirdsaval kezdjik. A modszer érzékeny pontja maga a specifikdcid. Nagy
gonddal kell ugyanis eljarni a (p(x) és 1//(x,z) predikatumok felirdsanal, hogy az
helyes, valoban a problémat leir6 és minden részletre kiterjedd, azaz teljes legyen.
Példéaul, ha egy A tombben elhelyezkedd valds szamok sorozatat akarjuk névekvo
sorrendbe rendezni magédban a tdmbben, akkor elsére elég természetesnek tlinik az

alabbi séma.
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{(n e N)A(n> o)A(,”\(ai c R)j}

i=1

Rendez (A, n)
n—1

{/\(ai <a, )} .
i=1

Ha azonban a lusta, vagy gonoszkod6 programoz6 a Rendez programot az alabbi
modon késziti el, akkor teljesiil az eld- €s utofeltétel, vagyis a vizsgélat eredménye

az, hogy a program helyes.

Rendez ( A, n)
INPUT (n, aj,..., a,)
FOR i«~1 TO n DO

aj <
OUTPUT (ay,..., an)
STOP.

A probléma nyilvanvaldan az, hogy nem kotottiik ki, hogy az A tomb elemeinek csak

a sorrendje valtozhat, az dsszetétele nem.

Kiilonb6z6 modszerek léteznek a programhelyesség ellendrzésének kivitelezésére.
Pé¢ldaul a Floyd, a Manna, vagy a Hoare mddszer [53, 39, 25] ( a felsorolds persze
nem teljes), amelyek a program részekre bontasa altal logikai allitdsok kozbeszurasa
utjan, azok igaz mivoltanak belatasaval jutunk el a végsd helyes kovetkeztetésig.
Ezek altaldban nem kevés munkat igényelnek. Nehéz Osszedllitani egy bonyolult,
vagy ,.trikkds” programhoz a kozbeszirando allitdsokat. Ebbe az irdnyba nem

mélyediink el.
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4. Algoritmusok randomizalasa

Az algoritmust, foként pedig a realizacigjat, a P programot tovabbra is egy
transzformacionak tekintjiik, amely az xe X inputbél a z=P(x)eZ outputot

eredményezi a specifikdcionak megfeleléen helyes program esetén. A helyességrol
elvileg ugy is meggydzddhetnénk, hogy minden inputra a helyes output ismeretében
ellendriznénk a megfelelést. Ez azonban praktikusan kivitelezhetetlen, arrél nem is

beszélve, hogy ha meglenne az dsszes dsszetartozo (x, z) par, akkor a programra sem

lenne sziikség, amely ezt a hozzarendelést valojaban el is végzi, kiszdmitja. Komoly
alkut jelent e helyett a program tesztelése, ugyanis a tesztelés nem bizonyit, csak
vagy megerdsit a hitben, hogy a program helyes, vagy pedig egyértelmiien
megallapitja, hogy a program hibas. A tesztelés sem egyszerl feladat, hiszen 0ssze
kell allitani olyan teszt adatsorokat, amelyek minél tobb oldalrol ellendrzik a
szamitasok helyességét. Ezen teszt adatsorokra valamilyen mas forrasbol eldre
ismerni kell a helyes outputokat. A teszt adatsorok szdmat a programgraf ciklikus
bonyolultsdga (a programgrafban a predikdtumok szdma + 1) alulrol korlatozza [53],
amely szam lehet igen nagy is, €s még mindig nyitott kérdés a lehetéleg minden
esetre kiterjedd megkonstrualasuk hogyanja. A mai processzorok nagy sebessége a
teszt adatsorok nagy szdmanak problémdjat részint megoldja, legalabbis olyan
szinten, hogy képes velik megbirkozni, a programot -elviselhetd id6 alatt
végrehajtani,  végigszamolni.  Gondoljunk csak a tesztek  futtatdsanak
parhuzamosithatosagara. A masik gond, a konstrualdsi probléma. Ennek részleges
elhéritdsara az input randomizacioja javasolhatd. Az X input halmazbol
valdszinliségi mértékteret alakitunk ki egy rajta bevezetett valdszinliség eloszlas
révén, vagy rajta értelmezett valoszinliségi valtozo altal. Az algoritmus, mint
transzformécid hatasa ezaltal egy valdszinliségi valtozo transzformdécidja lesz, amely
szintén egy valoszinliség eloszlast indukal a Z output halmazon. Most bevezetiink

néhany fogalmat.

Legyenek £&,& ¢és &, valds véletlen valtozok rendre f(x), fi(x)és f,(x)

stirliségfliggvénnyel. Jelolje F(x),F (x) és F,(x) a megfeleld eloszlasfiiggvényeiket.

-12 -



Az alabbi harom varhaté érték definidlja rendre az entropiat, inakkuranciat

(pontatlansagot ¢€s a diszkriminalo informaciot (I-divergenciat, Kullback eltérést).

1
H(ﬁ)—ilog e (1)
B 1
T(&)6) = j log 54 (). 2)
e Fi)
D& [e:) = [log- R (), (3)

ahol R=(-00) és a log a természetes logaritmust jelenti. A fenti definiciok

kiterjeszthetok az m-dimenzids esetre is. Lényeges tulajdonsdga a diszkriminald
informacionak, hogy nemnegativ, zérus is akkor és csak akkor lehet, ha a benne
szerepld két stlrliségfiiggvény majdnem mindeniitt azonos [43], ahol a majdnem
mindenitt kifejezes azt jelenti, hogy eltérés csak zérus mértékii halmazon lehetséges.

Egyfajta irdnyitott eltérési mérdszamot definidl két valdszinliség eloszlas kozott.

Altalaban D(&||&,) = D(&,|&,) . Kénnyen belathatd, hogy

D(§1”§2) = T(é”éz) - H(S). (4)

A (4) formulabol kovetkezik, hogy rogzitett &, esetén a T’ (§1||§2) minimuma akkor

éretik el, ha & =&, majdnem mindeniitt, é¢s ekkor T (§2||§2):H(§2). A &,

véletlen valtozokat a (2) és (3) formuldban rendre a posteriori és a priori

valtozoknak nevezziik.

Az algoritmus randomizaldsa soran a véletlen inputbol az algoritmus egy véletlen
outputot eredményez. A még nem implementalt algoritmus ismeretében a véletlen
output eloszlasa az input eloszlasa alapjan legalabb elméletben meghatarozhato.
Programhelyesség esetén ezt az eloszlast kapjuk az inputbol. Ha az implementécio
nem helyes, akkor esély van arra, hogy a véletlen output eloszlasa eltér a helyes

esetétdl. Sajnos ezt nem lehet minden esetben biztosan garantdlni. Példaul
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szimmetrikus output eloszlas esetén az implementacioban meglévé eldjelhiba lehet,
hogy nem okoz eltérést az output eloszlasdban. (Ebben az esetben lehet olyan
mintabol kiindulni az input eloszlasanak megvalasztasaval, hogy az output eloszlasa
ne legyen szimmetrikus.) Ha a varttol eltéré output eloszlast tapasztalunk, akkor
azonban azt biztosan valamilyen implementalési hiba okozza, feltéve, hogy minden
mas valtozatlan. Vehetjiik tehat az algoritmus kimentén megjelend eloszlast a
priorinak, és az implementdciondl tapasztaltat a posteriorinak. Van egy kis probléma
ez utobbinak a meghatarozasandl. Az a tény ugyanis, hogy az implementaciét nem
ismerjiik, nem vagyunk benne biztosak, hogy az helyes-e, azt eredményezi, hogy
nem tudjuk, hogy van-e benne hiba, és ha van, hol van, és hogy mi az pontosan. Ha
tudnank, akkor a hibakeresésnek nem lenne értelme. Ezért nagy szamu véletlen
inputot generalunk valamely eloszlasnak megfelelden, azaz egy statisztikai mintat
készitlink, és ezen a mintan futtatjuk le az implementaciot. Ezaltal megalkothatjuk az
implementacié outputjdnak az empirikus eloszlasat adott minta esetén. Az a
posteriori eloszlast ezzel az empirikus eloszldssal helyettesitjiik. J6 lenne, ha ekkor
kiszdmitva a diszkrimindl6 informadciot, azt dsszevethetnénk a zérussal, legalabb is
nagy mintakra. Sajnos az elv nem miikodik, mivel nagy minta esetén az empirikus a
posteriori eloszlasra az entrdpia tag (4)-ben elfut a végtelen felé. Abban bizva, hogy
nagy minta és helyes implementécio esetén az a posteriori mintaeloszlas konvergal
az a priorihoz, az inakkurancianak konvergélnia kellene az a priori entropidjahoz,
ami viszont elére meghatarozhat6. Ha viszont az implementacié nem helyes, akkor
az a posteriori mintaeloszlas eltérhet az a prioritél, az a priorithoz torténd

konvergencia sem varhato, igy az inakkurancia eltér az a priori eloszlas entropidjatol.

Az inakkurancia ebben az esetben

1 ! I
e =1 dF,(x) =Y ~1 .
¢, log I (x) Z;k ¢ ) (5)

Itt a; jeloli a k elem{l a posteriori minta i—dik elemét, 77, az implementacio altal

szolgaltatatott output empirikus eloszlast, &, pedig az a priori eloszlast.
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(¢, :A(f), m, :P(g), ahol A4 az algoritmust, P az implementalt programot

szimbolizalja.). Azt kell statisztikailag eldonteni, hogy ez a szam szignifikansan

crer

5.7. alfejezetben.

A fejezet lezarasa el6tt egy rovid kitekintést adunk a fent vazolt informacidelméleti
fogalmak hasznossagara, amint azt a [23] cikkben (és korabban a [12] egyetemi
doktori értekezésemben) leirtam a statisztikai becsléselmélet egy problémdjanak a

megoldasara, a Cauchy eloszlas paraméterbecslésére alkalmazva.

Jelentse a & ~ C(c,s)azt, hogy a & véletlen valtozd Cauchy eloszlasu ¢ hely- és s

skalaparaméterrel, ami azt jelenti, hogy a siirliségfiiggvénye:

1 1
fg(x):ﬂ-s'1+[(x—c)/s]2' ©)

A feladat az ismeretlen ¢ és s paraméterek becslése megfigyelések, minta birtokdban.
A priori eloszlasnak tekintjiik a feltételezett Cauchy eloszlast, a posteriorinak pedig a
mintat, az empirikus mintaeloszlast. Ezek utan azt a (c,s) paramétert fogadjuk el,
amelyek esetén a diszkriminal6 informécié minimalis, vagy ami ezzel ekvivalens, az
inakkurancia minimalis. Ehhez van ugyanis a legkozelebb a megfigyelt minta
legalabbis a diszkrimindlo informéci6 tekintetében. Ez az elv a paraméterbecslés
szempontjabol azonos becslést ad a maximum-likelihood becsléssel, amely igen
kedvezd statisztikai tulajdonsagokkal rendelkezik. A Cauchy eloszlas esetén az

inakkurancia alakja (7{(c,s) jeldlje roviden az inakkuranciat):

n

T(c,s)= Z%log{m[l +((a,-c)sy ] )

i=1

Vezessilk be az alabbi jeloléseket. A c,s paramétereket ismeretlennek, de fixnek

feltételezziik, a mintaelemeket pedig a,, i =1,...,n jelenti.

-15-



w,=(a,—c)ls, u, =(a,—c,)/s,i=1,...n
I | IS 1
e, =— e, =—
0 2 Cok 2
n'g 1+u; n‘g 1+u;,
n n
1 u, 1 u, (8)
€ =— 20 G T 2
= 1+u n‘sl+u
n i=1 i =l ik
n 2 n 2
e _l ui _l ulk
2= 1 29 2k 1 2
n'g 1+u; n'g 1+u;,

A téma attekintése sordn a részletes bizonyitasokat elhagyjuk, mivel a téma nem esik

az értekezés f6 vonaldba. A bizonyitasok megtalalhatok [12]-ben.

Lemma a Cauchy eloszlasok kozotti inakkuranciarol: Legyen &, ~ C(c,,s,),

&, ~C(c,,s,), akkor

”l(sl +Sz)2 +(cl _cz)zJ.

S

7(£ )¢, )= log )

Bizonyitasa hosszadalmas integralgatas. Mellézziik.

Lemma a Cauchy inakkurancia minimumhely jellemzésére: A (7) szerinti T (c,s)

minimumhelyén teljesiil, hogy:

€ €

c:c+s-e—1, Szzsz-—:sz-(i—l) (10)

Bizonyitas: Standard modon a ¢ és s szerinti parcialis derivaltakat zérussal tessziik

egyenlévé. m

A lemma alapjan a (10) egyenletrendszer megoldasara az alabbi iteracios formulapar
javasolhato:
e, 1
Cu=C+S8, ——, s,=5.—-1, k=0,1,2,.... (11)
ok ok

ahol ¢, tetszbleges, s, pozitiv valos szam.
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Teétel a konvergenciarol: A (11) iteraciés formuldk szerinti szamsorozatok nagy
minta esetén a valddi paraméter értékekhez konvergalnak. A konvergencia sebessége

geometriaiként jellemezhetd.

Bizonyitas (Vazlat): A nagy minta feltételezésére azért van sziikség, hogy az e, és
az e,, helyettesithetd legyen a varhato értékével a nagy szamok térvénye értelmében.
Legyen jelolésben El(e,, )=v,,., Ele,)=v, ¢és legyen &~ C(c,s), & ~C(c,,s,).

Kiszamithato, hogy:

_ sk'(s+5k) _ Sk'(c_ck)
Vor = 2 20 Vi = 2 2" (12)
(s+s,) +(c—c,) (s+s,) +(c—c,)
s . 1 1
vy,  Kiszamitasdhoz bevezetink egy ¢, =;-§k + 1—; ¢, ~C(c,,s, /' p)
, . - 1 dT,
véletlen valtozot. Vegylik észre, hogy v, =—-|1-p , ahol
2 dp o
2
7 s
T, =Tlge,, )= log ™+ log p + 1ong +;’fj t(e—e, )2} . (13)
k
v, kiszdmitdsshoz bevezetink egy mésik &, =&, +(p—1)-c, ~ C(pc,,s,)
, , i s, 4T,
véletlen valtozot. Vegyltik észre, hogy v, = ———- , ahol most
2¢, dp |,
2 2
T,= T(f”gk’p): log(ﬂ/sk)+ logl(s + sk) + (c —pck) J (14)

A (11) iteracios formuldkban a nagy szdmok torvénye alapjan elvégezve a
helyettesitéseket azt kapjuk, hogy

c—c,

C=c 45 e yg -
k+1 = %k k %k k
Vo s+s,

2 (15)
;. =58, -(L—I]:sk -{s+(c_—c")}

Vo S+,
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Azonnal lathato, hogy ha s, >0, akkor s, >0, k=12,..., tovabba, ha s, <=,

(c — % )2

. 2 2
akkor s,,, > s, , mivel 57, —s. =5, -(s—5,)+s5, - _p
k

>0, valamint ha s, > s,

: 2 2
akkor s,,, >s, mivel s, -5

=s-(s,—s)+—¢—(c—¢,}>0. Osszevonva:
S+,

Spap = min{so,s} >0.Most a ¢ és s iteraltak sorozatainak konvergenciajat €s annak

sebességét mutatjuk meg. Legyen qzmax{l,

. Vilagos, hogy lSq<1.
2 s+s, 2

Ervényesek a kovetkezok:

S K+l

|c—ck+1|=s+s -|c—ck|Sq-|c—ck|S...Sq -|c—c0|w>0. (16)
k
‘SZ—S,fH =$-(s—s,f)+siks1f (c—¢, V| is, -‘s—s,f‘—i— sfrksk (c—c,) <
Sq.‘s—slz‘+(c—€k)2Sq-S—S£‘+q2k-|c—cO|2§.__ (17)

<qk+1.‘s_sg‘_k%_qqkﬂ),k_cor_m_)().

Tétel a pontos megoldasrol: Nagy minta esetén tetszdleges c,-ra és s, >0-ra

fennall:

ng"'vlzk
(18)
Vok
S=s -1, £=012,....
¢ (ng"’vlzk J

Bizonyitds: A v, és v, -ra vonatkoz6 (12) formuldbol c¢ ¢és s egyszerlien

kifejezhetd, mint egy kétismeretlenes, két egyenletbdl all6 egyenletrendszer

megoldasa. m
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A tétel révén roviden felirhatdé a minimalizalando6 inakkurancia értéke is:

2 2
Tzlog(ﬂ-(ﬁ_sk) tle-e,) J:log—zﬂ's"2 : (19)

S Vor TVik

(18), (19)-ben v,,, v, helyére ¢, e, beirasaval és (18) baloldalan a k£ +1 indexet

felvéve iterativ formulat kapunk, amelynél igen gyors konvergenciat tapasztalunk.

Tétel a minimumhely egyertelmiiségérol: Nagy minta esetén a minimumhely

egyértelmii.

Bizonyitas: (19)-nek az s;=s és c;=c-nél minimumhelye van, ami azaltal lathatd, hogy

a négyzetre emelés miatt a ¢;=c esete nyilvanvalod, az s;=s pedig abbdl kovetkezik,

2 2 2
(s+s,) (Hs s s
hogy k= k= +485, | 2|2 =4[5, | =4s, ahol az
S, NEA NEA ! Js, VF

egyenlOtlenség az aritmetikai €s a geometriai kdzepek kozotti osszefiiggés altal igaz,

egyenléséggel akkor és csak akkor, ha % = \/3 , azaz ha s;=s. A (19) inakkurancia
Sk

T =t szintvonalai kiilonb6z6 ¢-re (> log(47zs)) egymasba agyazott teljes korok a

(ck, sk) koordinatak altal meghatarozott fels6 félsikban. Adott ¢ -re a kor kdzéppontja

[c, (1+27)s], sugara 2s4/r(r+1), ahol » >0 olyan szam, hogy e' = 4(1+ r). Ennek

belatasa elemi formula atalakitas. m
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5. A hatvany modszer vizsgalata

5.1. Néhany fogalom osszefoglalasa

Ebben a fejezetben vizsgaljuk a hatvany moddszer tulajdonsagait, amelyet a jelen
vizsgalatban a val6s, szimmetrikus, pozitiv definit matrixok legnagyobb
sajatértekének és egy hozzatartozo sajatvektoranak meghatarozasara hasznalunk. Azt
a gyakorlatban sokszor el6fordulod esetet elemezziik, amikor a mddszert véletlen
kiindul6 vektorral inditjuk. A fejezetben alsé és felsé becsléseket adunk az iteracid
egyes lépéseiben a sajat altértdl vald eldirt nagysagiindl nem nagyobb eltéréssel

kapcsolatos valoszintiségre.

Mi az nxn -es szimmetrikus, pozitiv definit A matrix esetével fogunk foglalkozni.

A hatvany modszer [47] az A matrix legnagyobb sajatértékét és egy hozzatartozo

normalt sajatvektor meghatarozasat célozza meg.

A hatvany modszer algoritmusa:

1. Valasszunk egy tetszdleges x'” # 0 vektort.

1

(m+1)

2. Képezziik az y"™ = Ax"™, x"*) = -y m=0,,2,... vektorokat.

Iv

3. Megallunk, ha az x vektorok méar gyakorlatilag nem valtoznak.

A 3. pontban nem konkretizaljuk, hogy a ,,gyakorlatilag nem valtoznak™ mit jelent,
szamos praktikus megallasi feltétel ismeretes. Példaul megéllunk, ha valamely

kicsiny &£ >0 esetén a kettes, azaz az euklideszi normat hasznalva fennall, hogy

HAX(m) _p<m>x<m)H

<
2

hanyados [34]. A komplex sajatértékek itt nem vizsgalt esetével kapcsolatban

. X(m—l)TAX(m—l)
X(m—l)TX(m—l)

2<g, ahol p az ugynevezett Rayleigh

megjegyezziik, hogy akkor a kiinduldsnal is komplex kezdévektorbol kell kiindulni.
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1. Tétel: A hatvany modszer konvergencidjarol

Ha x nem meréleges a A, sajit alterére és A, domindns, azaz

|’11| > |’1k

, k=2,...,n, akkor az eljaras soran kapott x vektorok sorozata

konvergadl a legnagyobb sajatértékhez tartozé valamely normalt

sajatvektorhoz, az ||y|| vektornorma pedig a legnagyobb sajatértékhez.

Bizonyitas: lasd: [51]. Valoszinliség-szamitdsi megfogalmazasban az eljaras 1
valoszintiséggel konvergdl, ugyanis a sajat altérre merdleges vektorok halmaza
zérusmértékii. Adott kezdovektor esetére ismeretesek [32, 55] becslések a hibara és a
konvergencia sebességére. Erdemes megemliteni a [48, 49] cikkeket, amelyek a
hatvany modszer varidnsaival foglalkoznak, differenciaegyenletek nemnegativ
iteracioi esetén allapitanak meg konvergenciat.

A mi célunk nem egy konkrét kezdépont vizsgalata, hanem annak a megvalaszolasa,
hogy ha taldlomra vélasztunk egy kiinduld véletlen vektort, akkor egy megadott
1épésszam megtétele utan milyen valdszintiséggel vagyunk a legnagyobb sajatérték

alterének egy eldirt szogkornyezetén beliil.

Definicio: Altér ¢-szogkornyezete
Egy vektort akkor mondunk egy altér ¢p-szégkornyezetéhez tartozonak,

ha a vektor és az altér altal bezart szog kisebb, mint az eldirt ¢>0 szam.

A célunk az lesz, hogy kiszamitsuk, vagy becslést adjunk arra, hogy m 1€pés
megtétele utdn mennyi annak a valosziniisége, hogy a véletlen vektorral inditott
hatvany modszer a A, alterével az eldirt ¢ szognél kisebb szoget bezard vektort
szolgéltat. Bar a sz6g nem tavolsag, de egységnyi hosszisagl vektort tételezve fol a
sz0g szinusza mar a valddi euklideszi tavolsagot eredményezi, tovabba kis szogekre

(radidnban mérve) a sz0g mérdszama és a szinusza aszimptotikusan ekvivalens,
tovabba fennadll a sinx<x<tanx Osszefliggés 0<x< B esetén. Az itt

megfogalmazott problémahoz hasonl6, de bonyolultabb kezelésii esettel foglalkozik

Del Corso [29] cikke, amely elinditoja lett a jelen vizsgalodasnak. Megemlitendd
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még Jessup cikke [40], amely azonban az inverz hatvany médszerrel foglalkozik mas

aspektusbol.

A [29] cikk a [42]-re tdmaszkodik. A hatvany moédszert az egységgdmb feliiletén
egyenletes eloszlast véletlen vektorral inditja. Az iteralt vektor és a sajatvektor altere

kozotti euklideszi tavolsag éppen az iterdlt vektor és az altér altal bezart szog

szinusza. Ha a szoget o -val jeloljiik, akkor az alabbi modon bevezet egy e (A, p)

1/
randomizalt hibanak nevezett szamértéket: e’ (4, p)= US |sin a, (x)|p ,u(dx)} ’ , ahol

S, az egységgomb felszine, x a valdszinliségi mérték, m az iteracios index, n a
matrix mérete, dimenziészam. €s (1 <p< oo). Ez a randomizalt hiba egyfajta varhat6
értéke a tavolsdgnak, pontosabban az euklideszi tdvolsagnak, mint az S, -nen

értelmezett valdszinliségi valtozonak az L, normdja. A szerzd ennek a viselkedését
vizsgalja erds analitikus eszkozok bevetésével. Kimutatja, hogy ez a hiba
mindenképpen fliggeni fog a sajatértékek eloszlasatol, foként a legnagyobb ¢és a
masodik legnagyobb sajatérték hanyadosatol. A klasszikus numerikus irodalomban
ez a tény az 50-es évek oOta ismert analitikus megfontoldsok alapjan. A cikk
kiilonb6zé formulakat mutat be esetszétvalasztassal a sajatérték multiplicitasok,
iteracioszam ¢és p érték, dimenzidszam fliggvényében a randomizalt hiba als6 és felso
korlataira. Megmutatja, hogy nem érhetd el éles becslés a sajatértékek hanyadosatol
fiiggetlentil. A kovetkezd f6 eredményre jut: (az Osszehasonlithatdosdg kedvéért a

jeloléseket atirtuk a mi altalunk hasznéltakra)

1. Tétel: Del Corso felso korlat tétele

Legyen A szimmetrikus, pozitiv definit matrix. Jeldlje k& a legnagyobb

ﬁ“k+1

sajatérték multiplicitasat (k<n), és legyen ., = a masodik

legnagyobb és a legnagyobb sajatérték hanyadosa. Legyen

_ F(n/Z) . 2 lVp . ' )
ﬂ_{F(pﬂ)F((n— )/2) (2+nﬂ M- Akkor minden p, (1sp<eo)

esetén és minden m iterdcios 1épésben fenndll, hogy
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ha p<k

" (F((k - p)/2)0((n+ p—k)/ 2)]”':

e T(k/2)0((n—k)/2)

ran m 1/ 1 I(n/2) v _
sl ont (o e ) v e pes

wro[T(p=k)12)r(n/2))"”
(ggg;z)g«?_f,g)/;;j ’ ha =k

Hasonl¢ felépitésii alsé becslést ad a randomizalt hibara azzal a kiegészitéssel, hogy
a formuldkban additiv tagok jelennek meg, amelyekben fontos szerep jut a
hipergeometrikus fiiggvénynek, amely sok mas specidlis fliggvény kifejtésében
szerepel. Nem érdemes idézni ezen terjedelmes formuldkat. A cikk valojadban arra a
kovetkeztetésre jut, hogy az 4ltala targyalt normara nem adhaté a matrix
spektrumatol fiiggetlen éles becslés. Aszimptotikus formuldkat is megfogalmaz a
randomizalt hibara ¢és néhany sajatérték eloszlasra szamitogépes futtatdsok
eredményeit is bemutatja. Iranyultsdgaban eltér a jelen értekezésben targyalttol, de
témakorében erésen emlékeztet rd. Valdszinliségeket nem hataroz meg. Az értekezés

elkezdésekor ez volt szinte az egyetlen ilyen kozel allo cikk.

5.2. A probléma elemzése

1. Tétel: A szimmetrikus matrix esete (Schur-Toplitz tétel [36])
Ismeretes, hogy létezik olyan ortogonadlis V matrix, melynek segitségével

a VIAV=D transzforméacio révén az D =diag(4,,4,,...,4,) matrixhoz

jutunk. A D diagondlis matrix fédiagondlisan az A sajatértékei allnak, V

oszlopai pedig rendre a megfelel6 normalt sajatvektorok.

Mivel V'V=I egységmatrix, ezért a transzformacio hasonldsagi transzformacio, igy
a sajatértekek az A és D esetén azonosak. Feltételezziik a tovabbiakban, hogy a
sajatértékek csokkend sorrendben vannak rendezve a fddiagondlison. Ezek a
sajatértekek egyuttal D-nek is sajatértékei. A D sajatvektorai a mesterséges bazis

egységvektorai. A D matrix sajatvektoraibol az A sajatvektorai V-vel torténd
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szorzassal megkaphatok. A V-vel valo szorzas, mint ortonormalt transzformacio, az
egész sajatvektorrendszert elforgatja, de a szogeket €s a tavolsagokat megorzi. A
fenti esetben mindkét sajatvektorrendszer ortogondlis. A D matrix felépitése
egyszeriibb, hasznalata elénydsebb, ezért ezt fogjuk tanulmanyozni. Egy tetszéleges
vektornak a megszorzasa a D matrixszal a vektor koordinatainak a megszorzasat

jelenti rendre a A,,4,,...,4, szamokkal. A A, -hez tartozo sajatvektor az e,

n

ugynevezett i. egységvektor lesz.

Végezziik el a hatvany mddszer egy iteracios [épését a D matrixszal. A normalizalast
elhagyjuk, mert minket most a szogek érdekelnek és a normalizélds a szogeket nem
érinti. Legyen x'” a kiindul6 vektor, és x = D"x” adja az iteralt vektort. Az x'”

vektor koordinatai (x\”,x\”,...,x”). A D"x“ transzformaci6 utén x

(m)
s s m _(0) m _.(0) m _.(0) (0)
koordinatai (A/'x;",A7x;",...,A0x, ). Az X vektornak a legnagyobb

sajatértékhez tartozo sajat altérrel bezart szoge legyen o”. Ennek a szognek a

tangense ha A, egyszeres sajatérték, akkor

2 2 2
o \/xg°> +x 07+ x©
tan(a ): o (D)
[
A transzformaci6 m 1épése utan a szog legyen ™ . Tangense ekkor:
2 2 2 2 2 2
AL O 2, O
tan|o = (2)

m|_(0)
A ‘xl ‘

Vezessikk be a u, =4, /4,, i=1,...,n jelolést. A transzformaci6 m 1épése utin a

sz0g a™ lesz és tangense a A, -gyel torténd egyszeriisités utan:

(02 2m_(0)2 2m _(0)2

2m
(m))_\/,uz Xy "ty X3T e+, X,
("]

tan(a

€)
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Ha a legnagyobb sajatérték multiplicitasa k, akkor A, =1, =... =4, ¢és a sajat altér
az e,,e,,...,e, vektorokra kifeszitett altér lesz. Az x'” vektor az ezen sajat altérrel

bezart a'” szdgének tangense ekkor:

(0) (0) 2 (0)2
tan (0) \/xk+l Xy Tt X,

0 0 02 )
\/ O L X0 4 4x©
A transzformacioé m 1épése utan az " szog tangense:
2m _(0) (0) 2 2m (0)
(m) \/ﬂk+1xk+1 +:uk+2xk+2 t+...t+ 4, X,
tan (5)

2 2
NECERNTENT

A tangens fiiggvény haszndlata azért célszeri, mert egészen kis szogek esetén
gyakorlatilag megegyezik a szogértékkel, pontosabban kissé nagyobb csak, masrészt
feliilrdl korlatozza a szog szinuszat, amely az euklideszi tavolsag értéke. Tehat, ha a
tangens kicsi, akkor a szinusz anndl inkabb az. A masik eldny a valdszinliségek
becslésénél adodik, mert a tangens esetén a késobbiekben a fliggetlenséget ki tudjuk
hasznalni, ami a szinusz esetén nem lehetséges. Ezen tulmenden, ha ismert egy
valdszinliségi becslés a tangensre, akkor abbol az arkusz tangens fiiggvény

alkalmazéasaval mar a szog valdszinliségére is adhato becslés egy transzformacioval.

5.3. Valosziniiségek és becsléseik

A szoftverek és programozasi nyelvek altalaban biztositjak, hogy standard normalis

eloszlasu (pszeudo-)véletlen szamot eld tudjunk allitani.

Generaljunk n-dimenzids standard normalis eloszlasu véletlen vektorokat a hatvany
modszer szamdra az iteracid kiindulé vektoraként. Ha ezeket leosztjuk a

vektorhosszakkal, akkor az n-dimenzios gdmb feliiletén egyenletes eloszlast véletlen
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vektorokat kapunk [30], ami a taldlomra valasztott kezdévektor valasztast valdsitja

meg.

Lathato, hogy tan(a(o)) eloszldsa — mivel véletlen valtozd6 — az (n-k, k)
szabadsagfoka F eloszlasbol vont négyzetgyok eloszlasa lesz. Ennek

stirliségfiiggvénye az F eloszlas slirliségfliggvényébdl szinte azonnal adodik:

9
2 xn—k—l
f@=1* EEE j ey 0 )

2

0, egyébként.

Specialisan kétdimenzids esetben (n=2, k=1) a (7) formula a Cauchy eloszlasu
véletlen valtozd abszolut értéke eloszlasanak a sliriségfiiggvényét adja, n-
dimenzidban pedig k=1 esetén, a t-eloszlds abszolut értékének reciproka adodik

(konstans szorzé pontossaggal).

Vezessik be az
def
Fn(,',f)(x) = P(tan(a™) < x) (8)

jelolést. Valasszuk meg az ¢ értékét ugy, hogy tan(p)=¢ teljesiiljon. Akkor az
Fn(,’,’j)(g) = P(a"™ < @) is érvényes. Fn(f,){) (¢) kiszamithato (7)-bol integralassal a 0 és

az ¢ hatarok kozott. Ha m>0, akkor az alabbi becslés irhatd fel (5.2.5) alapjan

figyelembe véve a sajatértekek csokkend sorrendjét:
tan(a(’") ) <ul, tan(a(o)) 9)

Ennek alapjan kapjuk, hogy
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F'(e) = P(tan(a('”>)< 5)2 P(,u,’f+1 : tan(a(o))< g)z

o)< ) ) o

luk+1 k+1
A (10) formula also becslést ad F,}’ (&) -ra.

FelsO becslést azaltal adhatunk, hogy (5.2.5) szdmléldjara alkalmazzuk a négyzetes

kozép és az aritmetikai kozép kozott érvényes egyenldtlenséget:

1. Tétel: A négyzetes kézép és az aritmetikai kozép kozotti egyenlotlenség

Tetszoleges valosa, = ... = a, szamokra fennall a

lal +...+a] >|a1 +..+a,
n oo (11)

egyenlOtlenség, egyenldséggel akkor és csak akkor, ha

a=...=a

n

Bizonyitas: A Cauchy-Schwarz-Bunyakovszkij egyenldtlenséget alkalmazzuk az

(a,,...,a,) és (l,,lj vektorokra. m
non

Némi algebrai atalakitassal (5.2.5) a (11) egyenl6tlenség alkalmazasaval az alabbi

alakra hozhato:

tan(a(’”))z cif’}{) -|tk , (12)
ahol
(13)
C,(:Z) =

és
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n— n—k
m (0) 2m
/uk+_jxk+j / Zﬂk+_/

J=1 J=1

t, = . (14)

S50
i=1

A (9) formulabeli # eloszlasa k-szabadsagfoku #-eloszlas. Ennek alapjan az altérrel a

megadott e-nal kisebb tangensli szOg bezardsdnak a valdszinlisége az m-edik

1épésben:
F(e)<E, (/e (15)

ahol
x F[j 2 ‘%;
FtA(x)2-'([—j-(l+u—] du. (16)

Osszefoglalva az adodott egyenlétlenségeket kapjuk az alabbi, sajatnak tekinthetd

eredményt.

2. Tétel:  Also és felso valosziniiségi becslés
Annak a valészintisége, hogy a szog tangense az m-dik 1épésben mar ¢

alatt marad:
ES(e/ i) SE(e)<F, (e/c7). (17)

A gyakorlatban ¢ egy kis pozitiv szam (mondjuk 0,001), példaul 1°-os szog esetén
E= tan(n/lSO) =0,01745.... Az (5.2.5) formula ¢és a (17) formula vizsgélata alapjan

kimondhaté az aldbbi tétel is, ami sajat eredménynek tekintheto:
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3. Tétel: A becslés élességének jellemzése

Ha csak kétféle sajatérték van, azaz A,,, =4, =...=4, 1s fennall,

akkor a (17) formuldban mindkét egyenldtlenség helyén egyenldség van.

Ekkor tehat pontos valoszinliségeket tudunk adni, egyébként pedig kétoldali
becsléseket. A (17) formula mddot ad arra is, hogy mint mellék eredményt a hatvany
modszer sztochasztikus konvergenciajat beldssuk, ami sajat eredményként csak a

bizonyitas elemi mivolta miatt tekinthetd, maga a tény mar korabban is ismert volt.

4. Tétel: A hatvany modszer sztochasztikus konvergencidja
A hatvany modszer 4ltal szolgaltatott vektorok sorozata standard
normalis eloszlasi kezddvektor esetén sztochasztikusan konvergal a
legnagyobb sajatérték sajat alterének valamely vektorahoz. Konvergencia
esetén a sajatvektor rajta van a kezddvektornak a sajat altérre vett
merdleges vetiiletvektora hatdsvonalan, tovabba a legnagyobb sajatérték
eléall az iteracid soran tapasztalt nyujtasi tényezok mértani kozepe

limeszeként.

Bizonyitas: Mivel x4, , <1, ezért lim ", =0. Kovetkezésképpen (17) baloldalan

tetszéleges, pozitiv, rogzitett s-ra lime/ ), =, és igy az eloszlastiiggvény

tulajdonséga alapjan 1= lim FQ(e/p) < lim F((&)<1. Tehat lim F(e)=1.

A tétel masik Aallitasdnak bizonyitdsat adjuk meg alabb. Legyen az iterédcio

(0)

kezddvektora x", amely ne legyen merdleges A, sajat alterére. Az iteracios lépések:

1

(m+1)

y" =px"™, x" = vy m=01,2,..., ahol a D a sajatértékeket

Iv
csokkend sorrendben tartalmazo diagonalis matrix, a norma pedig az euklideszi

. y e y * y . P "
norma. Legyen az iteracidé eredménye az x vektor és jeldlje xg) a kezddvektor

1

merdleges vetiiletvektorat a A, sajat alterére. Legyen c, = , m=12,... a

Hx(mfn
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nyUjtasi tényez0 az m-dik lépésben. Nyilvanvaléan ¢, <A,. Az iterdcios
Osszefiiggést hasznalva az alabbiak teljesiilnek:
(m) D (m-1) m (0)
X D"x . - .
X" =Y T = T = = , és hataratmenetet képezve
I e I
m(0) m(0) m (0) am () m (0)
X* = lim X(m) = lim D"x = lim (ﬂ'l X e ﬂ1 Xk ﬂ’k+1xk+ '9ﬂ“n X ) —
o o x© o x©
m—> m—> Cl."'.cm H m— cl.‘._.cm
(0) (0) ©) X m (0) (0)

= lim ﬂ’l (x 5" X 9:uk+1xk+19 ’/un ) = lim //{'I . (x1 5T Xy 909"'30) _

m—>00 ¢ ..o C m” © M2OC .t Cy X(O)‘

m £
= lim —=— ﬂ“ e
m—)ooc H (O)H
ilm
Vegyilik a normat mindkét oldalon: H H = lim m-————-cos a(o),ahol a9 a
m—>o0 c . cm

kezddvektornak az altérrel bezart szoge. GyoOkvonds utdn kapjuk, hogy

A li_r)n\/’" cosa® = li})lﬂ”/c1 “...rc,,azaz A =lim%c -...-c, . [
m o) m 0

m-—»w

Alabb megadjuk n=2, 3, 4 és 5 esetére az érdekes és nem trividlis k (k # n) értékekre
a konkrét kiintegralt formuldkat, a striiségfliggvényekbdl kaphatd primitiv

figgvényeket. Az integralasok a klasszikus integralasi technikakkal elvégezhetok.

n=2

k J- £ (x )x

J 7, (ki

2. lzdxzz-arctan(x)
7 l+x T

2 1

7 1+x*

dx = 2 arctan(x)
r




n=3
[ £ (ex [ £, Goe
jx/(1+17)3dx=*/1j:7 IZ-mdx=\/2i7
n=4

J.f\"k\ (xyx

2, lzdxzz-arctan(x)
T 1+x V4

X

1 —
J‘2-\/(2+7)3dx—m

4 1
o

2 X
=—-: (arctan(x) + 5 j
V.4 1+x

Ilz-\/} 1

T (3+xz)2

zg- arctan ﬁx +\/§- X >
T 3 3+x

dx =
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J g (o

3 x° B
2 Ja+x?)
: 3x* 42

2 1

pa— dx = % -arctan(x)

X

J.2- ! de: -

(1+x2)5 dx:_\l(1+x2)3

.[12-\/3' 1

73 (3+x2)2

:2- arctan ﬁx +\/§- al
T 3 3+x7

dx =

A IE. 1 dx:l.ﬂzxz_”’) [24- 1 dx:x-(x2+6)
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Ezutan a (17) formuldnak megfeleléen a behelyettesitéseket elvégezve az alabbi

becslések adodnak, melyek koziil a £ = n-1 esetén pontos az érték, a tobbi pedig

kétoldali becslés.
n=72
k| ERE ) SED @) () < By el 7))
2
) =. arctan(g /ey )
1 =. arctan(g /183 ) 4
Vs
ahol ¢}y = p1y




n=3
k EQ e/ ) < FS (e) F(e)<F, (e/c))
2. arctan(g/ c“”))
| 1 T
1 - _|_( / m)2 2m 2m
it ahol ¢} = H TH
2
elcyy)
m m 2
el i 2+(g/c§’2))
2 Y
1+ (5/,u3 ) 2m
ahol ¢} = £
2
n=4
F4((1)f) (6/ i) < F4(;1:) (€) F4(,r1?)(8) <F, (‘C"/c(m)
z arctan(g/ c('”))
m V3
2. arctan(g/,ug”)— £/ 14 J
7 1+(5/ﬂ2 ) ahol c(m)_\/,uzzm"'/us +/u4m
3
el
m 2
(8//13'" )2 2+(8/c§’2))
2
1+\e/ 1 - -
( 3 ) ahol c(’") = —%2 + 4y
4
\/‘ 2Eif:/c(m)
2 arctan —35/0(”1) + 3
2 / 4 300 NG ’
— arctan(g/ﬂ;n)+g—ﬂ“2 3+[8/CX?]
7 1+ (g/,uff) 3
2m
ahol ¢{) = 1/—’”“
4
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n=>5
k| EQ(elul)SFD(e) Fi(e)<F, (e/cy)
2
Z .arctanlg /™
1 3(5/y;’1)2+2 T ( > )
Y 2
m 2m 2m 2m 2m
\/(1"'(5//12))! ahol Cg?lz):\/:uz T H Z/J4 + Hs

(e/p2)
ﬁ+&/ﬂfff

glel

2+(e/cm Y

2m 2m 2m
+ +
ahol ("} = \/ s ”g Hs

- 1

: J@+@/ufff

3g/c™)
2 arctan ﬁg/cgf’g) +#2
T 3 3+(€/c§f§))

2m 2m
+
ahol ¢{7 = %

elpg 2(8/,115'”)2 +3

* 2 (1+(g/,u5'”)2y

& (S/Cgﬁ) )2 +6

cﬁ)JQ+&mgﬁf

2m

ahol ¢{") = %r

Sajnos altalanos zart formuldat nem sikeriilt adni ezen integralok eredményére,
egyszerlit valdszinlileg nem is lehet, mivel a multiplicitdsok ,elrontjak a

szabalyokat”, 1évén a sajat alterek nem folytonosan véltoznak a matrixelemek

fliggvényében.

Az alfejezet befejezéseként kovetkezzen két dbra az iterdciora harom dimenzidban.
Az elsé esetben a legnagyobb sajatvektor altere egydimenzids, a masik esetben

kétdimenzids. Az egyes iteracios lépések soran a véletlen vektorok felhdjének

konvergencidjat kovethetjiik nyomon MATLAB-ot hasznalva.
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5.4. Szimulacios eredmények

Szamitogépes szimulacioval MATLAB kornyezetben végeztiink futtatdsokat az
(5.3.17) formula alatdmasztasara. Ezek koziil bemutatunk harom tipikusat. Az
eredményeket az 1-es, 2-es, 3-as tablazatban, valamint az 1-es, 2-es és 3-as abrakon
foglaltuk 6ssze. A MATLAB véletlenszam generatorat hasznalva 10000 kiindulo
vektorbol teszteltiik az (5.3.8) formulakat. A sajatértékeket n=2-nél 4.5; 3, n=3-nal
4.5; 3; 2, n=4-nél 4.5; 3; 2; 1-nek valasztottuk. Mivel a konvergencia sebességét
elsdsorban a két legnagyobb sajatérték hanyadosa befolyésolja, igy kozelitdleg
teljesiil az egyes esetek Osszehasonlithatosaga. Az & értékét az 1°-os szognek
megfelelden valasztottuk meg. Kiszamitottuk 20 iteracios 1épésre az (5.3.6) formula
altal adott értékeket, valamint meghataroztuk %-osan azon vektorok részaranyat,
amelyek az aktudlis 1épésszdm utan teljesitették az eldirt pontossagot. Ezek
grafikonjait is elkészitettiik a valoszintiségekre, a relativ gyakorisagokra, valamint a
kiilonbségiikre (= becslés - szimulacio) a 1épésszam fiiggvényében. Az eredmények -
figyelembe véve a nagy szdmok torvényét - alatdmasztjak az elméleti fejtegetéseket.
Jol lathatoan az elsd esetben (n=2, k=I) a becslések és a szimuldcio altal
szolgaltatott valdszinliségek minden iteracios 1épésben jol fedik egymast, mig a
masik két esetben a becslések a szimulacio két oldalan talalhatok, ahogy az elvarhato
volt. Természetesen nagyobb vektorszdmra, valamint mas (viszonylag alacsony)
dimenzidszam és multiplicitas értékekre is végeztiink szimulaciot és az eredmények

ott is hasonldan jok voltak
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1.tablazat
Szimulécios szdmeredmények (n=2, k=1 eset)

Iteracio Also Szimulacid Felso Kiilonbség
becslés becslés Also Fels6
0 1.11 1.13 1.11 -0.02 -0.02
1 1.67 1.71 1.67 -0.04 -0.04
2 2.50 2.35 2.50 0.15 0.15
3 3.75 3.55 3.75 0.20 0.20
4 5.61 542 5.61 0.19 0.19
5 8.39 8.13 8.39 0.26 0.26
6 12.49 12.53 12.49 -0.04 -0.04
7 18.45 18.42 18.45 0.03 0.03
8 26.78 26.92 26.78 -0.14 -0.14
9 37.63 37.70 37.63 -0.07 -0.07
10 50.21 50.06 50.21 0.15 0.15
11 62.76 62.96 62.76 -0.20 -0.20
12 73.53 73.83 73.53 -0.30 -0.30
13 81.77 82.08 81.77 -0.31 -0.31
14 87.66 87.64 87.66 0.02 0.02
15 91.72 91.74 91.72 -0.02 -0.02
16 94.46 94.65 94.46 -0.19 -0.19
17 96.30 96.42 96.30 -0.12 -0.12
18 97.53 97.60 97.53 -0.07 -0.07
19 98.36 98.26 98.36 0.10 0.10
20 98.90 98.92 98.90 -0.02 -0.02
2.tablazat
Szimulécios szdmeredmények (n=3, k=1 eset)
Iteracio Also Szimulacid Felso Kiilonbség
becslés becslés Alsd Felso
0 0.02 0.01 1.57 0.01 1.56
1 0.03 0.04 1.96 -0.01 1.92
2 0.08 0.17 3.23 -0.09 3.06
3 0.17 0.52 5.07 -0.35 4.55
4 0.39 1.73 7.77 -1.34 6.04
5 0.87 4.70 11.70 -3.83 7.00
6 1.92 10.60 17.39 -8.68 6.79
7 4.17 17.38 25.37 -13.21 7.99
8 8.72 26.75 35.89 -18.03 9.14
9 16.96 37.62 48.32 -20.66 10.70
10 29.52 49.59 61.01 -20.07 11.42
11 44.78 62.29 72.11 -17.51 9.82
12 59.61 72.97 80.73 -13.36 7.76
13 71.76 81.99 86.94 -10.23 4.95
14 80.74 87.56 91.22 -6.82 3.66
15 87.03 91.81 94.13 -4.78 2.32
16 91.31 94.54 96.08 -3.23 1.54
17 94.20 96.25 97.38 -2.05 1.13
18 96.13 97.42 98.26 -1.29 0.84
19 97.42 98.35 98.84 -0.93 0.49
20 98.28 98.84 99.22 -0.56 0.38
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3.tablazat
Szimulécios szdmeredmények (n=4, k=1 eset)

Iteracio Also Szimulacid Felso Kiilonbség
becslés becslés Also Felsé
0 0.00 0.00 1.92 0.00 1.92
1 0.00 0.00 231 0.00 231
2 0.00 0.07 3.93 -0.07 3.86
3 0.01 0.50 6.20 -0.49 5.70
4 0.03 1.79 9.49 -1.76 7.70
5 0.10 5.25 14.25 -5.15 9.00
6 0.32 10.61 21.04 -10.29 10.43
7 1.02 17.90 30.31 -16.88 1241
8 3.05 26.70 41.94 -23.65 15.24
9 8.17 37.15 54.76 -28.98 17.61
10 18.38 50.06 66.84 -31.68 16.78
11 33.45 62.28 76.75 -28.83 14.47
12 50.01 73.02 84.11 -23.01 11.09
13 64.53 81.42 89.28 -16.89 7.86
14 75.63 87.80 92.82 -12.17 5.02
15 83.53 91.98 95.20 -8.45 3.22
16 88.95 94.59 96.80 -5.64 2.21
17 92.61 96.57 97.86 -3.96 1.29
18 95.07 97.81 98.58 -2.74 0.77
19 96.71 98.57 99.05 -1.86 0.48
20 97.81 99.11 99.37 -1.30 0.26

vektor=10000, £=0.017455, n=2, k=1, a=( 4.500 3.000)

I I T T T T T T e ray
+  szimulacio : /'/L y
©  alsé becslés : o
+ alsé kulénbség i

felsd becslés
80 « felso kullénbség

100

50, - : -

400 ; ' ; ‘ i

Valészinuség®100

20 i i i I | i i i I
0] Z 4 B 8 10 12 14 16 18 20
lteraciészam

1. abra




100

vektor=10000, £=0.017455, n=3, k=1,

A=( 4.500 3.000 2.000)

80

alosziniség*100

T T T T T
szimulacio : i :
also becsles
also killonbség
felso becsles

felsd kilénbseg

% . e
: . s
| I 1 i 1 | I 1 i

I

o

A

100

2 4 6 8 10
Iteracioszam

2. abra

vektor=10000, =0.017455, n=4, k=1, &=(

12 14 16 18

4500 3.000 2.000 1.000)

20

80 H

1 1 T T T
szimulacio : 1
also becslés
also klldnbség
felsd becslés

40

“aloszinlseg*100

felsd klldnbség

.t

; A=
--"!"fd.-': .4

1 e 8
: § e

i Pt H

.-"

1
2 4 6 8 10
Iteracioszam

3. abra

20

-39 -



5.5. Az F’(x) eloszlasfiiggvény lokalis viselkedésérol

Ebben az alfejezetben az (5.2.5) altal leirt véletlen valtozo F}(x)
eloszlasfiiggvénye novekedésének jellemzését adjuk kicsiny argumentum értékek
esetére. A kovetkezd eredményt sikeriilt igazolnom.
1. Tetel: Az Ef;{”)(x) eloszlasfiiggvény lokalis tulajdonsdga

Kis ¢ > 0 szogértékek esetén F}’ (&) = 0(8""‘ ) .
(Nagy ¢ esetén az allitasnak nincs ereje, mivel az eloszlasfiiggvény értéke egytdl

sohasem lehet nagyobb.)

Bizonyitas: Legyenek &,&,,...,&, fliggetlen, standard normadlis eloszlasu véletlen
valtozok. Az egyszerliség kedvéért legyen kezdetben Ai=1. Tekintsik a
&, 1,8,,..., 1,6, véletlen valtozokat. Ezek egyiittes eloszlasa n-dimenzids normalis
eloszlas lesz zérusvektor varhato értékkel és a kovariancia matrix diagonalis matrix

lesz. A diagonalis matrix alakja: a’iag(l, YT ) Ekkor a keresett valdszinliség:

L[ 2. % b
F(l) — C 1 2 wm dx.d d
wi (6) = ' e X 4Xy c - AX,, (1)
;122x§+..A+yfx,z,<gz Hyeoin Hy

X

C, a standard normadlis eloszlas slirliségfliiggvényében szerepld n-tdl (a

dimenzidszamtdl) fliggd konstans. Az integraldsi tartomany, ha az 6t megado

egyenldtlenségben &°-tel is atosztunk, egy n - 1 dimenzids ellipszoid, melynek
ey ex]

félnagytengelyei rendre: yeens . A fliggetlenséget figyelembe véve és
lu2 lun

alkalmazva a teljes valoszinliség tételét a fenti integral az alabbi alakban is irhato:

1 x% x,%
e _l,xf 1 —E[?++?]
.[Cl e’ I C,_,— e 7 "dx, - -dx dx,. )
—© ;122x§+“.+/13x3 ) 'uz e .’Ll”

<&
X
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Ebben a formuléban, a belsd integralban az exponencialis fiiggvény értéke sohasem

haladja meg az 1-et. A bels6 integral ezaltal feliilr6]l egy konstanssal becsiilhetd. A

- L, R
konstans érttke a C, ,-——— és az n - 1 dimenzids yenes
IUZ."'./un /u2 /un

félnagytengelyekkel rendelkezd ellipszoid térfogatanak szorzata, mely utdbbi

n—1 n=l1

&
K, - Y, ahol K, , dimenzi6fiiggd konstans. Ezaltal az alébbi felsd becslést
My et My,
irhatjuk fel:
+00 gn—l X n-1 —i-xz
Fn(,ll)(g) S I Cn—lKn—l ' 2 1‘ ,le e ? dxl' (3)
-0 2 : n

Legyen Ca C, ,K,  és a standard normalis eloszlas n - l-edrendli abszolut

momentumanak (ami n-fliggd konstans szdm) a szorzata, mint végso konstans. Ekkor

n—1

&
Fl(e)<Cr——s. 4)

Hy oo i

Allitasunk bizonyitasat azzal az észrevétellel tesszilk teljessé, hogy a fenti
gondolatmenet végigvihetd azzal a valtoztatassal, hogy az n - 1 helyett mindeniitt » -

k all, az egydimenzits standard normalis eloszlas helyett k£ dimenzids szerepel, €és a

Hy,..., 1, paraméterek helyett 4",..., 1" irhat6. Ezzel a bizonyitast befejeztiik. m

Természetesen a tételben szerepld nagy ordd szimbolumhoz az egyes esetekben
tartoz6 konstans rendkiviili médon véltozhat. Ugyan & -to6l nem fligg, de n-tdl (a
probléma mérete), k-t6l (a legnagyobb sajatérték multiplicitdsa), m-t6l (az iteracios

1épésszam) és ami nem elhanyagolhato, a sajatértékektdl viszont erdsen fiigg.
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5.6. Korrelacios kapcsolatok

A célunk ebben az alfejezetben az, hogy vizsgaljuk a korrelacidos kapcsolat
milyenségét a hatvany modszer iteracidés lépései soran a kapott iterdlt vektor
koordinatai, mint véletlen valtozok kozott. E10szor a kétdimenzids esetet elemezziik.
Ebben az esetben egészen elemi eszkdzokkel sikeriil konvergencidt bizonyitani és
bizonyos fokig a sebességre nézve is mondva valamit. A tovabbiakban a
tobbdimenzids esetet vizsgaljuk, ahol szintén bebizonyitunk egy specidlis esetre
konvergenciat, nevezetesen arra az esetre, amikor a legnagyobb sajatérték egyszeres
algebrai multiplicitast és latni fogjuk, hogy miért nem figyelheté meg altaldban a

konvergencia a tobbszords multiplicitasok esetén.

Legyen £=(&, , &)" normalis eloszlasu véletlen valtozo (0, I) paraméterekkel, ahol a
0 a varhato értékek vektora, zérusvektor, I pedig a kovariancia matrix, egységmatrix.
Jelolésben ezt roviden ugy irjuk, hogy £~N,(0, I). Itt tulajdonképpen két, fiiggetlen,
standard normalis eloszlasu véletlen valtozo kozos, kétdimenzids eloszlasardl van

sz0. Legyen most A kvadratikus, szimmetrikus, nem szinguldris matrix, €s legyen
(77}1>,77§‘))f =n" = AE. Ismeretes (Fiiggelék 3. Tétel), hogy akkor n" normalis
eloszlast (0, AA") paraméterekkel. Az A matrix szimmetrikussaga miatt most
AAT=A’ Jelolje S ezt az A* matrixot. Ez a matrix az n'") kovariancia matrixa. (Ha

az A matrix nem szimmetrikus, a kovariancia matrix akkor is szimmetrikus lesz, sot

nemszingularis A-ra pozitiv definit.)

Legyen nW=An", és altalaban n™P=A™n"™ m=123,..., ahol A™=A™D &g
AV=A. Az igy elballo {n(m)}mzl’z’._ vektorsorozat véletlen vektorok sorozata lesz,
melynek tagjai normalis eloszlasuak, zérusvektor varhato értékkel és S™ = A*™ |
m=1,2,3,... kovariancia matrixszal. Az S™ kovariancia matrix mindig felirhato az
alabbi formaban:

(1)

(m)2 r(m)o_l(m)o_ém):|

gm — O
r(m)o_l(m)o_ém) O_ém)z
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(m) (m) (m) (m)

ahol ™ a korrelacios egyiitthaté 7", és n\™ kozott, valamint o' és o}

(m)

rendre az 7 ()

, és 1, véletlen valtozok szordsai. A kovetkezd Osszefliggést

sikeriilt igazolnom.

1. Tétel: A koordinatak korreldaciojanak konvergencidja

A fenti feltételek ¢€s jelolések mellett

lim r" = sign(r"). )

A konvergencia sebessége linedris.

Bizonyitas: Trivialis az allitis az "’ =0 esetben, hiszen a kovariancia matrix ekkor
diagonalis, és igy a hatvanyozas utdn is az marad, tehat a korrelacios egyiitthato

minden 1épésben zérus.

Az "V #0 esetet csak a pozitiv korreldcios egyiitthatora (r“) > 0) bizonyitjuk,
mivel negativ esetre analog moédon minden végigvihetd. A bizonyitas elve az lesz,
hogy megmutatjuk, hogy az r-ek sorozata monoton nd, és feliilrél korlatos. Ebbol
kovetkezni fog a limesz 1étezése. Ezutan pedig megmutatjuk, hogy a limesz éppen 1-

gyel egyenlo.

A Korlatossag bizonyitasa: Mivel » minden 1épésben korrelacio, ezért 1-gyel feliilrdl

korlatos.

A monotonitas bizonyitasa: Megmutatjuk, hogy F) > 1) azgltal, hogy
p) > ) ahol ™ > 1. El8szor megmutatjuk, hogy ) > Y. Ezutén tejes
indukcioval latjuk be a tobbi esetre. Az indukcids feltételezésiink az lesz, hogy
#" > Legyen tehat #" >0. Akkor S® =S"? . Elvégezve a négyzetre emelést,
kapjuk, hogy

S = " ©

0_1(1)2 (01(1)2 + 7"(1)2651)2) r(l)(o_l(l)Z + O_;l)Z)
r(l)(o_l _}_0_51)2) 0_51)2(7/(1)20_1(1)2 _}_0_51)2)

-43 -



Innen viszont

Pas) (0.(1)2 (1)2)

+0,
(1)2 (1)2 (02 (1)2 M2 .12 (1)2 2y (4)
\/ o, )\/ o, (r +0,")

7@ =

Ez roviden
r® =rM.c %)
ahol

ol + 03
\/a1 407 o; \/r() ol +0;

Az, hogy c>1 abbdl kovetkezik, hogy (6) nevezdjében mindegyik gyokjel alatt

kisebb szam 4ll, mint a szamlalé, hiszen " korrelacios egyiitthato és igy értéke nem
tobb, mint 1. Egyenldség esetén kapnank a szamlalot. Tehat ¢ lehetd legkisebb értéke
1, azaz r2) >0,

Vizsgaljuk meg most az S™ és az S™ matrixokat. Fennall az

S(m+1) _ S(l) . S(m) (7)

Osszefiiggés. Kirészletezziik (7) jobboldalat:

0 om) (1)2 A af”aé” <m>2 7 500 (m)
st.stm = E ! (®)
5 .
’ )alma;l) 0'51) pm )Gl(m) (m) aé””

A szorzast elvégezve kapjuk
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12 2 D) __( 12 () __( 2
. PG 4 OGO GO G Gm GRG0 G 0 50 50

- 2 2 2 20" (9)
r(l)O'l(l)O'él)O'l(m) + O'él) r(m)o_l(m)o_ém) r(l)o_l(l)O_él)r(m)o_l(m)o_ém) + O'él) O_ém)

Ez a matrix szimmetrikus, ezért a mellékatlon 1évo két elem azonos, bar a felirasbol

nem annak latszik. Ezt a tényt késobb ki fogjuk hasznalni. Abbol, hogy

(m+1)2 (m+1)__(m+1)__(m+1)
Slm+l) — O, re oy 0, (10)
(m+1)__(m+1)__(m+1) (m+1)2 ’
r" o o, o,
felirhato, hogy
(m) (D)2 __(m) _(m) @) (1) (1) (m)2
ms1) r'o oo, +ro o, o, an
\/0.1(1)2o.l(m)2 +I"(l)l”(m)O'l(l)O'él)O'l(m)O'gm) -\/7"(1)I"(m)O'l(l)Ugl)Ul(m)O'ém) +O'§1)2O'§m)2
Azt akarjuk belatni, hogy
r =g, (12)

ahol ¢ >1. Ezen célbdl és a kényelem kedvéért a (11) formula négyzetével fogunk
szamolni, de a négyzetre emeléskor a szamlalo esetében a szamlaldt a (9)-beli

szimmetrikus parjaval szorozzuk meg.

B (r(m)o_l(l)Zo_l(m)O_;m) + r(l)al(l)o_él)o_ém)Z). (r(l)o_l(l)o_él)o_l(m)Z + r(m)aél)Zo_l(m)o_ém))

= . (13
(0_1(1)20_1(m)2 N r“)r(’”)afl)aél)af”')aé’”))- (r(l)r(m)O_l(l)o_él)o_l(m)o_ém) N O_él)zo_ém)z) ( )

r(m+1)2

Elvégezve az alabbi kiemeléseket

A 7O
rMaOgimi 50 50m (1) < (m) (m) (1) ~(m) M ~(

m) 1) (m)
0,0, |0, 0 + (50,0, |'1T70,0 w1 0 t0,0,

JmiD? _ r r (14)
01(1)01('")(01(1)01('") N r“>r<m>a;‘>a;m>)- aé”aé’”)(r“)r('”)af”afm’ N o;”a;m))
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o

¢és egyszerusitve kapjuk, hogy

(15)

) o
o m T @ __(m) r @ _(m) M __(m)
i i [0'1 o, +r()<7zo'2 j(r()o] o, +o0, 0, ]
(m+1) (m)

(O.l(l>o.(m>+r(1>,,(m)0( (7('”)) ( “)r('”)a() (m)+o.(1) (m))

(15)-ben a tort szamlaloja és nevezdje nagyon hasonlit egymasra. A kiilonbség csak

Q)

annyi, hogy mig a szdmlaloban —— a szorzo, addig a nevezben r®r.
r
0 0 1 N
Ugyanakkor fennall, hogy —.-, mivel =W =W ™M >0, Ezért
}"m) r(’") },.(M) ——
<l
>1
(m)?

(15) szamlaloja nem kisebb, mint a nevezdje és igy az '™ szorzodja a jobboldalon

legalabb 1. Tehat azt kapjuk (az eléjel megkotést is figyelembe véve), hogy
0D > ) (16)

Teljes indukcidt hasznalva igy a korrelacids egyiitthatok sorozata monoton novekvo.
A korlatossag figyelembe vételével a sorozatnak 1étezik hatarértéke. A hatarértéket
ebbdl a ténybdl azonban még nem tudjuk megallapitani, ezért visszatériink (15)-hoz
és a szorzora adunk egy als6 becslést, amely egytdl nem kisebb és amelynek

alkalmazasaval a hatarérték meghatdrozhato. Nevezziik el tehat a (15) szorzojat

2
) -nek, azaz

() M
a m T ), (m) r (1) (m) ) _(m)
(al o, +r( 10,0, j ( 010" +0,0, ]

(1) 5 (m) Mgl 5 () 5 Cm) M) 5 D) 5 (m)
(O'l (o +r 0, 0, ) (

(17)

dm?

o, o, +0'§”o-§’”))

(m)

(17)-ben a szamlalo és a nevezd minden tényezdjét beszorozva "’ -mel, valamint

észrevéve, hogy (17) nem a szérasoktdl, hanem csak az
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_olot

X= 18
O_l(l)o_l(m) ( )

viszonyszamtdl fligg, amely nemnegativ, (17) tomorebben is felirhaté az alabbi

formaban

(m)? (r('”) + r(l)x)- (r(l) + r(’”)x)
© = (m) | (1) .(m)? m,.m2  m_| (19)
A +rr X|-\rr +r X
Vezessiik most be az alabbi roviditett jeloléseket:
(m) (1)
r , r
a=——-—¢s f=———. (20)
Oy O My

Nyilvanval6, hogy mindkét érték 0 és 1 kozott lehet csak. Ezek segitségével (19)

felirhat6 a kovetkezd egyszerti modon:

1)

2 r 14
(M &g az 1 szamok

A (21) formuléban a nevezé mindkét zardjeles tényezdjében az r
konvex kombindcidja all. A (21) formulara egy éles als6 becslést adunk azaltal, hogy
megkeressiik a nevez6 maximumat. A nevezdre alkalmazzuk a szamtani kozép és a
mértani kozép kozott érvényes éles egyenldtlenséget, mely alapjan (21) nevezdjére

kapjuk, hogy:

2

2

-1+(1—a).r<””2)-(/3-r<m>2+(1—/3).1)S[(a'1+(1—06)"’("”2)+(ﬂ-7’('”)2+(1—/3)-1) (22)

(22)-ben akkor és csak akkor van egyenlOség, ha a baloldali két zardjeles tényezo

megegyezik, azaz ha
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a-1+(1-a)r™ =B r™" +(1- B)-1. (23)
Ebbdl az egyenldségbdl atrendezéssel kapjuk, hogy

(@+p-1)-[-r"7)=0, (24)

ahonnan viszont kovetkezik, hogy akkor
a+p=1. (25)
Tehat, ha van olyan nemnegativ x, hogy (25) fennall, akkor ott a (21) formula

nevezdje eléri a maximumat. Maga a maximum a (22) jobboldalaba torténd

behelyettesitéssel kaphatd meg (25) figyelembevételével. Lathatéan a maximumra az

(o (- ) (26)

érték adodik. Az ezen maximumot realizaldo x-et a (25) formuldbol a jeldlések

feloldasaval azonnal megtalaljuk. Elvégezve (25)-be a behelyettesitést

r(m) r(l)

+ =1 (27)
POy Oy
adodik, amelybdl k6zos nevezdre hozas utan kapjuk, hogy
2 2
r(m)r(l) + ],.(m) X+ I/'(l)l"(m) + ,,.(1) X
=1. (28)

(m)? 1),.(m) 2

2
(m),. () () x4 Oy

rr-+r - x+r

Innen atszorzas, majd egyszeriisitések utan marad az

P 0m) (1)) 2 (29)
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Osszefliggés, amelybdl nemnegativ megoldasként az x=1 adoédik. Tehat a

maximumot szolgaltato a értéke (20) alapjan

(m)

r
=" (30)
Sm
maga a maximum pedig
(m) ) 2 m o m? Y

2 r r 2 r +rr
(“+(1_a)'r(m) )2: IO BT | = m ) - (3D

r +r r +7r r +r

Visszatérve most a (15) formuldhoz négyzetgyOkvonas utan irhaté az éles alséd

becslés:

Q)

r
1 1+
r e (32)

r(m+1) Zf’(m) ) - — X o
M) (D m) 140

Ebben a formuldban lathatéan a jobboldalon a szorzd tort értéke legalabb egy,
r
ugyanis a szamlalo nem kisebb, mint a nevezé, hiszen — > "7 >0. Ezutan a

7

hatarérték meghatarozasa (32)-bol mar azonnal adédik:

M

-
I+
1> lim " > lim| 7 - —L— |
koo Koo 4 7 0m (33)

Bevezetve az r = %im r™ jeldlést, (33)-ban a hatdratmenet utin az
—®
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¢és ezutan atszorzassal

1)
, r
1+rDp >1+—
B

jon, amelybdl az

()

Oy >

7

(34)

(35)

(36)

(37)

egyenlétlenséget kapjuk. (36) azonban csak az r =lesetén allhat fenn, mivel

korrelacios értékrél van szo.

A linearis konvergencia bizonyitasa: (32)-bdl az alabbiak adodnak:

1

r
(m)
r(m+1) > r(m) . r
1+ 7Oyt
1+ r
B 1+ 7@Opm 1+ 7@Opm 1+ #Optm

Innen pedig

(38)

(39)
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1 _ r(m+l) 1 _ l"(l)
1= 7 14 pOptm

<1, mivel r >0. (40)

Ezzel a tétel bizonyitasat befejeztiik. ]

A specidlis kétdimenzios eset targyaldsa utdn ratériink a tobbdimenzids eset
vizsgalatara. Legyen most A valos, négyzetes, szimmetrikus, nem szingularis nxn
matrix. Legyen &z(aj,ﬁz,...,ﬁn )T normalis eloszlasu véletlen valtozé (O,I)
paraméterekkel, ahol a 0 a varhatdo értékek vektora, zérusvektor, I pedig a
kovariancia matrix, egységmatrix. Legyen (nl(l),nél),...,nﬁl))r :n(l):AF;. Itt is
érvényes az, amit az alfejezet elején irtunk, hogy akkor n'" normalis eloszlasu (0,
AA") paraméterekkel. Hasznaljuk az alfejezet elején bevezetett jeloléseket, tehat
képezzik az n(mﬂ):An(m), m=1,2,3,... véletlen vektorsorozatot. Ennek tagjai
normalis eloszlastak, zérusvektor varhato értékkel és S™ = A®™ | m=1,23,...
kovariancia matrixszal. Az S"™ kovariancia matrix szimmetrikus, pozitiv definit

matrix

S N ) N )

Sll S12 Sl/ Sl”
LI

S(m): . : K : - : 5 4l
s,-(1m) S,«(;n) S!‘(/m) S,-(,;n) w
S

mz m m m m m m m m m
A el L el L el
m m m m2 m m m m m m
r )O.g o) ol ,,Z(j o )0.5 ) ,,Z(n oo
g — : : . : . : ' 0
1@5’")0'('”)0'1(’”) 13(2'”)0'(’”)0'?") r,.j('”)a(’”)a("") lfm'”)O'i(’")O',S”’) “2)
’”n(f")o',(,m)o'l(m) ,,n(;n)o.,(lm)o.gm) rngm)a’gm)o.(m) 0',(1’")2

=51 -



m g plm

A (42) formulaban 7" korrelacios egyiitthatd az 7, s 177, ) véletlen véltozok

kozott, valamint ¢ az 7" szérasa. Definicié szerint:

o; —s és r \/7 \/7 i=12,. =12,....,n. (43)

A korrelacios egyiitthatokbol 4ll6 matrixot, amely a kovariancia matrixbol a
soroknak és az oszlopoknak a szérassal (diagondlis elem négyzetgyoke) torténd

leosztasaval adddik, korrelacios matrixnak nevezziik. Alakja:

rlZ rlj rln

n 1 r ry)

| : S
R P R R SR 1 49

L

Ez a matrix szimmetrikus, f6atlojan egyesek allnak. Az eddigiek alapjan lathato,
hogy a kiindul6 véletlen vektor koordinatai nem korrelaltak (a paronkénti korrelacios
egylitthatojuk zérus, amely a fliggetlenségbdl kovetkezik), az iteralt vektorok
koordinatai altaldban korreldltak lesznek (a paronkénti korrelacios egyiitthatok
altaldban nem zérusok). A kétdimenzids esethez hasonld jelenséget keresiink a
korrelaciok alakuldsara az iteracié sordn az n dimenzids esetben. Itt a kép

Osszetettebb. Kimondhatjuk a kovetkezd, altalam igazolt tételt:

2. Tétel: A koordinatak korrelaciojanak konvergenciaja n dimenzioban
A hatvany moddszer iterdcidja soran elhagyva a normalizalast a
legnagyobb sajatérték egyszeres multiplicitdsa esetén a korrelacios

matrixra és a paronkénti korrelacios egyiitthatokra teljesiil, hogy

rank(limR™) =1 és lim r( ") =qa, ahol @’=a,aeR. (45)

m—>0 m-—»>0 y
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Bizonyitas: A (45) formuldban szerepld a-nak nincs igazan szerepe, csupan roviden
fejezziik ki azt a tényt, hogy a limesz értéke -1, 0, vagy 1. Feltessziik, hogy az A

matrix sajatértékei csokkend sorrendben vannak felsorolva, és hogy a legnagyobb
sajatérték multiplicitasa egyszeres, azaz A, > A, > A, >...2 A >0. Az S$") matrix

helyett az

§*m) — S(m) (46)

matrixot fogjuk tanulmanyozni. Ez a dolgok 1ényegét nem valtoztatja meg, mivel a
korrelaciok nem valtoznak meg, ha a kovariancia matrixot nemzérus konstanssal
szorozzuk. (Tulajdonképpen ez azt jelenti, mintha az iteracié folyaman a
normalizalas helyett mindig A, -gyel leosztanank. Ezzel azt érjiik el, hogy az iteralt
vektor ne fajuljon el, hossza se a zérus, se a végtelen felé¢ ne fusson el, de konstans
vektorrd se valjon, mert akkor méar nem valddi véletlen valtoz6.) Most felhasznaljuk
a Schur-Téplitz tételt és az A matrixot az A = VDV’ alakban irjuk fel, ahol V
ortogonalis matrix, oszlopai a normalizalt sajatvektorok, D pedig diagonalis matrix,
f6atlojan a nagysag szerint csokkend sorrendii sajatértékekkel. Ebbdl a felirasbol

kovetkezik, hogy

S(m) — VDZmVT , (47)
azaz
20 .0
0 0
S(m) =V : 22 .. : V. (48)
0 0 .. A

A korreléacios egyiitthatok nem valtoznak, ha azokat az S matrixbél hatarozzuk
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meg, nem pedig az S™ _b8l. A matrixunk akkor

1 o ... 0
2m
0 0
S*('”)=V: 21 . : V. (49)
2m
0 0 i;ﬂl

Most (49)-ben m szerint a végtelenben hatarértéket véve kapjuk, hogy

0 ... 0

. . 00 .. 0
ims™=sT=v TV (50)

0 0 0

Jeloljik most a V oszlopait a v v v vektorokkal. Akkor irhatjuk (also

indexben a vektor koordinata indexe), hogy

0, ,0 0.0 1 .,0

R R R P A
SngW:Wf)@ﬁ)r@vp. 51)
YO0 0000

A kapott matrix a v vektornak a sajat magaval vett diadikus szorzata, igy rangja

egy. Masrészt

1

()
lim ) = -

. A
Wy o TN ign(yY). sign(VV). (52)
m—>o \/g\/g \/Vi(l)z -\/V.S-l)2

Ezzel a tétel bizonyitasa véget ér. =



A tétel bizonyitasabol kitlinik az is, hogy miért nem figyelhetd meg a korrelacidk
konvergencidjara hasonld jelenség 4altaldban, ha a legnagyobb sajatérték
multiplicitasa t5bb mint egy. Legyen ugyanis a multiplicitas k, akkor az S matrix

az (51) formuléban a kovetkezd alaka lenne:

S =y 0T (53)

A k darab sajatvektor sajat magaval vett diadikus szorzatanak az Osszege mar

»elrontja” az egységnyi korrelaciok kialakulésat.

Megjegyzés: A tétel alkalmas lehet a legnagyobb sajatérték egyszeres vagy nem
egyszeres multiplicitdsa kérdésének az eldontésére is. Ez a tény elvileg is és
gyakorlatilag is fontos lenne, de tovabbi tanulméanyozast, kutatast igényel, és nem

tartozik az értekezés céljaihoz, viszont mindenképpen pozitiv mellék eredmény.

Az (53) formula alapjan az S* matrix oszlopai 4ltal kifeszitett altér egy ortonormalt
bazisanak a megkeresésével (pivotalasi technika, Gram-Schmidt ortogonalizacio) a
legnagyobb sajatértékhez tartozd ortonormalt sajatvektorok meghatarozasa is

megoldhato legalabb is elvben. A probléma numerikus vonzatdra nem tériink ki.

5.7. Statisztikai szamitasok

Legyen az implementacié inputja a & n-dimenzids standard normalis eloszlasu

valoszintiségi valtozd. Ennek stiriiségfiiggvénye:

p(x)= e? ,xeR". (1)

1
(27)

Legyen az y=Ax matrix-vektor szorzas egy lehetséges helyes implementacioja

pszeudokoddal:
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FOR i«1 TOnDO
w0
FOR j«1TOnDO
W4—Wtaj-X;

Yic—W.

Akkor az outputra csak egy iteracios Iépést szdmolva, és nem végezve el a

normalizalast, az n=A¢& a priori eloszlasunk n-dimenzids normalis eloszlas, melynek
z : r ’ rorar r T . . y e

paraméterei a zérusvektor varhatd érték, és az S= AA" kovariancia matrix. Ennek

megfelelden az n output stirliségfiiggvénye:

Py )
(22) -detls) | )

Az m entropidja:

= f plx)log o

= Ip n log(27 +10gdet(S)+xTS )d =

n-log(27)+logdet(S)+ J‘XTS’IX : p(x)dx} =

R"

u)h—

€)

1
2

n-log(27)+logdet(S)+ LTF(SIXXT)‘p(xﬂX:| =

= L t0a(2) +togaer(s) - 7rfs s | -

= %[n . 10g(27z)+ log det(S)+ n] .
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Ha a helytelen implementéacié soran példaul a gytijtérekesz nullazasat rossz helyre

tessziik, akkor lehet az alabbi a pszeudokod.

w0
FOR i«1 TOn DO
FOR j«1 TOn DO
W—WHaji-Xj

Yi<—W.

Ebben az esetben az output ne=UAE a posteriori eloszlasunk n-dimenziés normalis
eloszlas, melynek paraméterei a zérusvektor varhatd érték, és az SqZUAATUTZ
USU" kovariancia matrix, ahol az U matrix olyan als6 haromszog matrix, amelynek

foatlojan és alatt csupa egységelemek allnak. Teljesiil, hogy det(S q): det(S). Ennek

megfelelden a slirtiségfiiggvénye:

q(x) = ! . e_%XTS;lx
G g

Az T (77q||77) inakkurancia :

1
T _ 1
@, |m) fmq(X) o5

- J;q(x{log( (22) -det(s)- e;XTSldex _

—j n log(27)+logdet(S)+x'S™ )d =

= _n-log(27r)+logdet(S)+ IXTS"x-q(x)dx}=

R™

N |~

()

= % _n . 10g(27z)+ 10gdet(S)+ R.[nTr(S_lxxT)- q(x)dx:l =

= % n-log(27)+ logdet(S)+ Tr(S_lsq)] =

- % n-log(27r)+logdet(S)+ Tr (Sfl (USUT ))] -
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Latjuk, hogy

H(n)=% n-log(27)+ logdet(S)+ Tr(SIS)]=%[n-log(27z)+logdet(S)+n] (6)

és

T(n,|m = % n-log(27)+logdet(S)+ Tr(S’ISq )]:

(7)
L tog(or)+ ogaers) s (usu )]

csak az utolso tagban térnek el egymastol. Az utobbi tag (7) most kiszamithato volt,

mert tudtuk, hogy mi a hiba az implementédcioban. Valdjdban a hiba ismeretlen, ezért
T (nq”n) -ra csak egy statisztikai becslést adhatunk. Az implementéci6 inputjaként
generalva egy k elemli mintat (n dimenziés standard normalis eloszlasu véletlen

vektorok), majd ezekkel az implementacidt tesztelve, onnan outputként az

x, vektorokat kapva azokbol kiszdmithatjuk a

51
P =3+ log

|
a~|»—~

= 2log— %Z [ ) -det(S)- 2 ] (8)

becslést, és Osszehasonlithatjuk H (n)—val, ami viszont szamithatd, mert a hibatol

nem fiigg. Itt most a (3) alapjan

H(n):%[n-log(27z)+logdet(S)+n]. )

A T(y,|7) becslés varhato értéke a hibatlan implementéciét feltételezve a nagy

szamok torvénye szerint éppen H(77), a fent emlitett hiba esetében pedig 7(1, 7).
Nagy minta esetén most alkalmazhato a centralis hatareloszlas tétel. Alkalmazasaval

f“(nq”ry) -ra mondhatjuk, hogy normalis eloszlasi. A log p(x,) elemek segitségével
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f“(nq”ry) szorasnégyzetét az empirikus szorasnégyzettel becsiilve egy ¢-proba
segitségével eldonthetjiik, hogy f“(nq”n) eltérése H (n)-t()l szignifikans-e, vagy sem.

S6t, tovabb menve, miutdn itt valoban nagy mintardl van szo, ezért olyan
szabadsagfokok adddnak a z-statisztikara, hogy ott a z-proba és az u-proba kritikus
értékei gyakorlatilag méar nem kiilonboznek egymastol, ezért akar az u-probat is
alkalmazhatjuk. Példaul szamolhatunk a 3-szigma szaballyal, ha kb. 0,01-es (1%-0s)

szignifikancia szintet hasznalunk.

A targyalt esetben lathatjuk, hogy az entrdpia és az inakkurancia — (9) és (7) — csak
egy additiv tagban kiilonboznek egymastol, tovabba mindkét szerepld eloszlas
normalis eloszlas. A 4. fejezetben emlitett konvergencia ezért fenndll. A
Mellékletben taldlhat6 MATLAB programban a paraméterek valtoztatgatdsa altal
kiilonbozd esetekre futtatasokat végeztlink 3-szigmds u-probat alkalmazva dontési
szabalyként. Az alabbi tablazatokban foglaltuk 6ssze az eredményeket. A baloldali
tablazatban a helyesen, a jobboldali tablazatban a helyteleniil implementalt szorzasi
algoritmus helyesnek itélt elfogadas szama talalhato a dontések eredményeképpen a
mintaméret €és az azon mintaméret esetén elvégzett tesztek szama fliggvényében.
Minden tesztben mas és mas, véletlenszerlien generalt, szimmetrikus, pozitiv definit

matrixszal dolgoztunk.

Helyes Tesztek szama Helytelen Tesztek szama

implementacié | 19 [ 100 | 1000 | 10000 | | implementacid | 10| 100 | 1000 | 10000

10 | 10| 99| 997 | 9946 10 | 10 | 100 | 1000 | 9994
100 | 10 | 100 | 1000 | 10000 100 | 2| 33| 349 | 3661
1000 | 10 | 100 | 1000 | 10000 1000 | O 0 3 31
10000 | 10 | 100 | 1000 | 10000 10000 | O 0 0 0

Mintaméret
Mintaméret

Lathatd, hogy a minta méretének ndvekedésével a hibas dontések szama rohamosan
csokken. Elfogadhaté mintaméretnek az 1000 folotti latszik. (Ekkor mar mitkddni

kezd a nagy szdmok torvénye €s a centralis hatareloszlas tétel is.)
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6. Eredmények

Sajat eredményeknek lehet tekinteni az alabbi tételeket, eredményeket:
L. 5.3.2. Tétel: Also és fels6 valoszintiségi becslés
II. 5.3.3. Tétel: A becslés élességének jellemzése

II.  5.3.4. Tétel: A hatvany mddszer sztochasztikus konvergencidja elemi

bizonyitasa
IV. 55.1. Tétel: Az F}’(x) eloszlasfiiggvény lokalis tulajdonsaga

crer

VI.  5.6.2. Tétel: A koordinatak korrelacidjanak konvergenciaja n dimenzidoban

VII. Az 5.7 fejezetben a diszkriminéld informécio6 felhasznaldsa programhelyesség

tesztelési céljara.

VIII. Megjegyzés az 5.6.2 tételhez, a legnagyobb sajatérték multiplicitdsanak
detektalasa

Tovabbi  eredmény, amely kordbban sziiletett, a  Cauchy eloszlas
paraméterbecslésével kapcsolatban nyert 4.11 és 4.18 formuldk, a konvergencia tétel,

valamint az azt kovetden bizonyitott tétel a minimumhely egyértelmiiségérol.



7. Summary

This PhD dissertation deals with the problem of randomization of algorithms and

program testing. It contains some new results, especially in connection with the

iterative power method for computing the largest eigenvalue of the positive definite,

symmetric matrix. The input of the algorithm of the power method is randomized by

generating standard, normally distributed random vectors in the n-dimensional space.

The behavior of the output of the algorithm is analysed. The first four sections play

the role of introductional character of the notion of algorithm, program, correctness

of program, randomization of algorithms. The main results are discussed in the fifth

section and its subsections. Results are formulated in theorems below.

Theorem:

Theorem:

Theorem:

The probability of the event that the tangent of the angle between the
iterated vector and the eigensubspace of the largest eigenvalue is smaller
than a given ¢ has both a lower and an upper bound in the m-th step of
the iteration. Let n be the dimension, £ be the multiplicity of the largest
eigenvalue and the eigenvalues are written in descending order that is

A=A >...>22,. Let F”(x)be the distribution function of the tangent

of the angle in the m-th step of the iteration, F,, be the distribution

function of the absolute vale of the F-statistics with degree of freedom

(n-k,k), ﬁ | be the distribution function of the absolute value of the #-

statistics with the degree of freedom k. Let us denote _A and

n—k

2m
ZﬂkJrj
j=1

¢ =1/—=——— . Then the following inequality holds,
’ k-(n—k)
ES (el i ) SR (e)<F, (e/c).
If there are only two different eigenvalues, thatis, 4,,, =4,,, =...=4,,

then equality holds in the formula above.

In the case of the standard normally distributed input the power method
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converges stochastically to some vector of the eigensubspace of the
largest eigenvalue. This vector lies on the straight line of the orthogonal
projection of the input vector to the eigensubspace and the largest
eigenvalue can be represented as the limit of the geometrical mean of the

stepwise enlarging factors in the iteration.

Theorem: For small & > 0 the local property F,} (&) = O(g”_k ) holds.

Theorem: In the two dimensional case for the pairwise correlation of the iterated

(m)

vector, holds lim /" = sign(r") . Here " is the correlation coefficient
—w

(m)

after the first step of the iteration and '’ in the m-th step as well. The

rate of convergence is linear.

Theorem: In the n-dimensional case by omitting the normalization in the power

(m)

method, for the correlation matrix RY and the pairwise correlations

#™ of the iterated vector coordinates hold rank(limR('”))zl and

ii
v m—»0

lim rl.fm) =a,, where a; =—-10,+1, assuming that the multiplicity of the

m—>o S
largest eigenvalue is one.
Remark: This theorem may be used for making decision about the

multiplicity of the largest eigenvalue.

The discrimination information approach provides us with a method of program
verification. This approach were used earlier to work out an iterative method for the
estimation of the parameters of the Cauchy distribution. These results were published

in [12, 23].
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Fuggelék

Valoszinuiség-szamitasi és statisztikai fogalmak, tételek

A szakaszban Osszefoglaljuk azokat a valoszinliség-szamitasi fogalmakat, amelyekre

a vizsgalatban sziikségiink van. Foként a formuldk miatt idézziik ezeket, mivel nehéz

pontosan emlékezni rajuk.

Definicio: Az egydimenzios standard normalis eloszlas

Egy & véletlen véltozot standard normalis eloszlastinak neveziink, ha
stiriségfiiggvénye:

I,
l-ez. (1)

fx)=

]

A fliggvény értelmezve van minden valos x esetén.

A szoftverek és programozasi nyelvek altalaban biztositjak, hogy standard normalis

eloszlast (pszeudod-)véletlen szamot eld tudjunk allitani.

Definicid: Az egydimenzios normalis eloszlas

1. Tétel:

Egy & véletlen véltozét (m,o”) paraméterii normalis eloszlastnak

neveziink, ha stirliségfiiggvénye:

PR ol @)

o\N27w

A fliggvény értelmezve van minden valds x esetén. A paraméterek: m

valos szam, o valds pozitiv szam.

Normalis és standard normalis eloszlas kapcsolata

Ha & standard normalis eloszlasti véletlen valtozo, akkor 7 =o&+m

eloszlasa (m, 0'2) paraméter(i normalis eloszlas.
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Definicio:

2. Tétel:

Definicio:

3. Tétel:

Az n-dimenzios standard normadlis eloszlds
Egy &' =(§1,§2,...,§n) véletlen vektorvaltozot n-dimenzids standard

normalis  eloszlasinak  neveziink, ha  koordinatainak  ko6z0s

stiriségfiiggvénye:

1
(X)=———e?
JW==e (3)

A fiiggvény értelmezve van mindenx € R" vektor esetén.

Normdalis eloszldasok dsszegének eloszlasa
Fiiggetlen normalis eloszlasu véletlen valtozok dsszegének az eloszlasa is

normalis. Az Osszeg eloszlasaban a paramétereket illetden az m szerinti

paraméterek is és a o” szerintiek is 9sszeadodnak.

Az n-dimenzios normalis eloszlas
Egy &' :(51,52,...,5,,) véletlen vektorvaltozét (m, S) paraméteri n-
dimenzidés normalis eloszlasunak neveziink, ha koordinatainak ko6zos
stiriségfiiggvénye:

1 —(x-m)'s! (x-m)

(x) = e .
T ) @

Minden x € R” vektor esetén. A paraméterek: m € R", S pozitiv definit
matrix. Az m vektor neve varhaté érték vektor, S neve kovariancia

matrix.

Normdalis és standard normalis eloszlas kapcsolata n-dimenzioban

Ha & n-dimenzits standard normadlis eloszlast véletlen valtozo, akkor az

Nn=A&+m véletlen vektor eloszlasa n-dimenziés normalis

eloszlastu (m,AAT ) paraméterekkel.
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Definicio:

4. Tétel:

Definicio:

A t-eloszlas (Student eloszlds)

Egy ¢ véletlen valtozot k paraméteri t eloszlasi véletlen valtozoénak

neveziink, ha stirliségfiiggvénye:

hEas (-
m%m} |

Az x valos. A k paraméter pozitiv egész szam lehet, neve szabadsagi fok.

)

t-eloszlas eloallitasa standard normalisokkal
Legyenek &,7,,7,,...,7, fiiggetlen standard normalis eloszlasu véletlen
valtozok. Akkor

¢

2 2
\/771 +n7, +...
k

eloszlasa k szabadsagfoku r-eloszlas.

+ 17 ’ (6)

Az F eloszlas

Egy ¢ véletlen valtozét (m,n) paraméteri F eloszlasu véletlen

valtozonak neveziink, ha stirliségfliggvénye:

F(m +nj |
2 x?
. , hax>0
/(9= r@ . r@ (1405 ™

0, egyébkent.

Az m és n paraméterek pozitiv egész szamok lehetnek, neviik szabadsagi

fok.

-65 -



5. Tétel:  Négyzetosszegek hanyadosanak eloszlasa
Fiiggetlen  standard  normadlis  eloszlasi  véletlen  valtozok
négyzetosszegeinek hanyadosa F eloszlast kovet. Nevezetesen, ha

&.,8,,...,¢, €és n,,n,,...,n, mindegyike standard normalis eloszlast és

egylitt teljesen fliggetlen rendszert alkotnak, akkor

2 2 2
ES+E T+ +E,

2 2 2
n +n, +...+n,

(8)

F-eloszlast (m,n) szabadsagfokkal

Bizonyitas: lasd [50]. (Nem teljesen egységes a szakirodalomban az F eloszlas
elnevezése a (7) formulat illetden. A statisztikdban a (8) formula szdmlaldjaban is és
nevezdjében is leosztanak a szabadsagfokkal, és az igy kapott mennyiség eloszlasat

nevezik F eloszlasnak.)
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MELLEKLET
% imp.m program
%
clear all
home;
disp(" )
disp(' Program véletlen tesztelése "
disp(' Matrixszorzas / Hatvany modszer "
disp(’ )
%
n= 3; % dimenzidészam
probalkozas = 1000; % megvizsgalt esetek (tesztek) szama
meret = 10000; % eseten beliil a mintaméret
maxiter = 1; % maximalis iterdcidszam egy mintaelemre
randn('state',1);
%
jo=0; %

disp(strcat('‘proba H T-3s T T+3s"))
for proba = 1 : probalkozas,
%
a = randn(n,n); % matrix generalas standard normalis eloszlasbol

es = eye(n,n); % egységmatrix eldallitasa
% iteracidszamnak megfeleld szimmetrikus matrix
for iter = 1 : maxiter,
es=a*es*a
end;
es;
det(es);
es_inverz = inv(es);

% vy a helyes algoritmus eredménye
% z a hibas algoritmus eredménye
sumy = 0; sumy?2 = 0; % inicializalas 0sszegre és négyzetdsszegre
sumz = 0; sumz2 = 0;
for ik = 1 : meret,
xy = randn(n,1); % véletlen kezd6vektor (mintaelem) eldallitasa
XZ = XY;
% y=A*x helyesen
% z=A*x hibasan
for iter = 1 : maxiter,
y = Helyes szorzas(a,xy);
z = Rossz_szorzas(a,xz);
Xy=Yy;
XZ = 7;
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end;

Y=Y

z=12"

qy =y' *es_inverz * y;

qz =7' * es_inverz * z;

y=Y;

z=12"

sumy = sumy + qy; sumy2 = sumy2 + qy * qy;

sumz = sumz + qz; sumz2 = sumz2 + qz * qz;
end;

% a H entropia kiszamitasa

H=0.5* (n * log(2 * pi) + log(det(es)) + n);

%
% a H entropia becslése ellendrzésképpen
atlag_y = sumy / meret;
szoras_y = sqrt( sumy?2 / meret - atlag_y * atlag y ) / sqrt(meret);
%
% a T inakkurancia becslése
atlag z = sumz / meret;
szoras_z = sqrt( sumz2 / meret - atlag z * atlag z ) / sqrt(meret);
%
T=0.5%(n*log(2 * p1) + log(det(es)) + atlag_z);
%
if (T - 3 *szoras z) <H) & (H < (T + 3 * szoras_z))),
% Lehet, hogy jo az implementacio
jo=jo+1;
dontes = 'Rendben’;
else
% Hibas implementécio
dontes = 'Hibas';
end;
%V
disp([num2str(proba),’ 'num2str(H), ...
num2str(T - 3 * szoras_z),! ',num2str(T),! ',num2str(T + 3 * szoras z), ...
"' dontes));
end;

disp([num2str(probalkozas), ' esetbdl ', num2str(jo), ' volt j4.");

%
% imp.m vége
%




function [z] = rossz_szorzas(a,x)

[m,n] = size(a);

sz=0;
fori=1:m,
forj=1:n,
sz =sz + a(i,)) * x(j);
end;
z(1) = sz;
end;

return
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function [y] = helyes_szorzas(a,x)

[m,n] = size(a);
fori=1:m,
sy =0;
forj=1:n,
sy = sy +a(i) * x();
end;
y(i) =sy;
end;
return
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