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1. BEVEZETES

Az  értekezés témaja  kettdés. Egyrészt  foglalkozik az  algoritmusok
randomizaciojanak, véletlenszerlsitésének a kérdésével, lesziikitve azt az algoritmus
inputjanak randomizaldsara, masrészt azzal a fontos problémaval, amely az
implementalt algoritmus helyességvizsgalatat, tesztelését érinti. Szemléltetésiil a
szimmetrikus, pozitiv definit matrixok legnagyobb sajatértékének ¢és egy
hozzétartozd sajatvektoranak (a sajataltér egy eleme) meghatdrozdsara szolgélo
hatvany moédszert vélasztottuk. A moddszer tanulmanyozasa révén egyrészt jobban
megértettiik a modszer 1ényegét, hatasat, melynek révén sikeriilt 1jabb
tulajdonsagokat kimutatni, valamint a helyesség ellenérzéséhez értékes
informéciokat nyerni. Az értekezésben javasoltak egy része A4ltalanosan is
alkalmazhat6, mint vezérelv, mas része viszont az algoritmusok soksziniisége miatt

nem vihetd at, de utat mutat.

A disszertacioval kapcsolatos cikkek, publikaciok, konferencia eldadasok,
kiadvanyok, munkak 06nall6 kutatds eredményei, és maga a disszertacido ezek

Osszegzéseként kerlilt 6sszeallitasra.

1.1. A DOLGOZAT FELEPITESE

Az értekezés elsO, bevezetd fejezetében réviden szolunk a témdardl, a motivaciordl,
megindokoljuk a hatvany mddszernek, mint szemléltetd algoritmusnak a kivalasztasi
okat. Ismertetjiik az értekezés szerkezeti felépitését, megemlitjiik a hozza sziikséges

elozetes ismeretek korét.

A masodik fejezet az algoritmus és a program fogalmat és viszonyat taglalja olyan

szinten, amelyre a tovabbiakban sziikség van.

A harmadik fejezet téméja a programhelyesség. Megemlitjiik a programhelyesség

formai megkozelitését, vizsgalatdnak modjait és az azokban az alkotd, de hibakat is
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elkovetheto ember elkeriilhetetlen kozremikodése miatt elofordulhatd hibak,

pontatlansadgok hatasat.

A negyedik fejezet targyalja az algoritmusok randomizdldsdnak a kérdését. A
randomizaci6 modot ad a programhelyesség vizsgalatara, pontosabban annak
tesztelésére, ellendrzésére statisztikai-informécidelméleti alapokra helyezkedve.
Ebben a fejezetben irjuk le roviden az informacidelméleti inakkurancia fogalmanak
felhasznalhatosagat. Alatamasztasképpen itt foglaljuk 6ssze ennek a gondolatnak az
eléozményét, amely lehetové tette, hogy a Cauchy valosziniiség-eloszlas

paramétereinek a becslésére uj, hatékony, iterativ eljarast adhassunk.

Az értekezés 6todik fejezete és annak alfejezetei foglalkoznak a tulajdonképpeni
hatvany modszer tanulmanyozasaval. Roviden ismertetjilk a hatvany moddszert, majd
a randomizacié egyfajta hatasait vizsgalo Gianna M. Del Corso [17] altal irt cikk
eredményeit, amely kiinduld pontja lett a disszertacidnak. A fejezetben a hatvany
modszer iteracioi soran kapott vektorsorozat viselkedését tanulmanyozzuk praktikus
vonatkozasban. Konvergencia esetén a sorozat tagjai egyre ,.kozelebb” keriilnek a
legnagyobb sajatértékhez tartozo sajataltérhez. A kozelséget a vektor €s az altér altal
bezart szoggel, pontosabban annak tangensével jellemezziik. Ezen praktikus
mérészam nagysaganak valdszinliségére, valoszinliségi eloszlasfiiggvényére adunk
¢les also és felsd becsléseket, korlatokat. Az eredményeket konkrét szimulacios
szamitasokon keresztiil szemléltetjiik. Ezt tovabbi eredmények kovetik. Ilyen a
vizsgalt mérészamnak, mint valoszinliségi valtozo eloszlasfiiggvényének egy lokalis
tulajdonsdga, amelyre azért volt sziikség, mert komoly technikai nehézség 1ép fel
magéanak az eloszlasfiiggvénynek a kiszamitasakor, a zart alaku felirisakor. Erdekes
korrelacids kapcsolatok feltarasanak eredményei kovetkeznek ezutdn, melyekre
elegans és nagyrészt elemi bizonyitast sikeriilt adni. A fejezetet a programtesztelésre
adott informacidelméleti megkozelités sugalmazta elv alkalmazédsa zéarja. Az
alkalmazas a hatvany modszer egy 1épésének a vizsgalata egy helyes, valamint egy
helytelen implementacié esetére. Az eredmények MATLAB-ban kifejlesztett
programok statisztikai mintdkra végzett futtatdsainak Osszegzéseként kapott

tablazatokban lathatok.
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A disszertacio hatodik fejezete szitkszaviian a kutatds eredményeinek a felsorolasat

tartalmazza konkrétan hivatkozva az eredményeket megfogalmazo tételekre.

A hetedik fejezet egy angol nyelvii 6sszefoglald (Summary).

Fiiggelékként csatoltuk a disszertacidhoz a valdszinliség-szamitdsbol ¢és a
matematikai statisztikabol feltétleniil sziikséges fogalmakat, Osszefiiggéseket foként

azoknak a helyenként nehezen megjegyezhetd formulai miatt.

A disszertacio végére keriilt az irodalomjegyzék, melyet a tesztelési tdblazatok

elkészitéséhez hasznalt MATLAB program forraslistaja kovet mellékletként.

1.2. IRODALMI ATTEKINTES

A témakornek oridsi az irodalma. A disszertacid hatarteriilettel foglalkozik, mert
0tvozi az algoritmusok, az algoritmus implementacid-helyesség, a sajatérték,
sajatvektor probléma, a randomizéacid, az informacidelmélet, a valdsziniiség-

szamitas, a matematikai statisztika, €s a szimulacié eredményeit.

Ugyanazon problémdnak a megoldasara tobb algoritmus is kidolgozhato, de
ugyanazon algoritmusnak tobbféle programja, realizalasa lehetséges, amelyek akar
erdsebben is eltérhetnek egymastol. Konkrét, érdekes esetre mutat rd példaul
Margulis cikke [33]. A programhelyesség-ellendrzés problémadjat targyaljak az [41],
[42], [27], [13], [34] konyvek. A felmeriild nehézségek miatt tovabbra is rendkiviili
jelentéségiik van a programhelyesség—ellenérzés feladatat részben megoldo
programteszteléseknek. A tesztfeladatok kidolgozdsanak problémaja felveti a
randomizacio kérdését. Ezekrol olvashatunk [41], [27], [13] mellett [18]-ban is. Az
informécioelméleti megfontolasok, alapozasok [31], [15], [23], [25]-ben
megtalalhatok. Ezen fogalmakkal a matematikai statisztika eszkoOztara részint

bovithetd, részint pedig uniformizalhatdo. Ezen fogalmak révén eddig



6 TEZISFUZET

megvalaszolatlan kérdésekre is kaphatunk valaszt [12], [3]. A szinte klasszikusnak
szamito sajatérték, sajatvektor problémarol olvashatunk [16], [20], [22], [23], [24],
[29], [35], [38], [39], [40], [43]-ban. A hatvany modszerrdl a legfontosabbak
megtalalhatok tobbek kozott [35], [22], [39]-ben. A modszert sok szempontbol
tanulmanyoztak, példaképpen megemlithetd [20], [43], [36], [37], [16], [29], [35],
[39], [21]. A randomizacioval 0sszekapcsolt valtozata, amely a disszertacio kiinduld
pontja lett, [17]-ben taladlhat6. Ennek elézménye a [30] cikk. Rokon kérdéseket, bar
az inverz hatvany moddszerre, targyal a [28] cikk. A szimulacio ¢és a randomizaciod
kérdései [18]-ban technikai oldalrdl jol 6ssze vannak foglalva. Az integralasoknal jol

szolgalt a [19] konyv.

1.3. A KUTATAS CELJA

Hihetetleniil nehéz a programhelyesség-ellendrzési elveket a gyakorlatban egy
valamennyire is Osszetettebb algoritmus esetén precizen keresztiilvinni. Ennek a
problémanak a megolddsa még ma sincs teljes mértékben tisztdzva, és az
algoritmusok rendkiviili gazdagsaga és sokrétiisége, altalanossaga miatt ez talan nem
is varhato el. Ugyancsak nagyon gondos tervezést igényel a programtesztelés
kidolgozasa addig is, amig nincs meg a megbizhatd automatizalt helyesség-
ellenérzés. Egy elkésziilt programr6l azonban mégis nyilatkozni kell, hogy
elfogadhatjuk-e helyesnek, vagy sem, tehat dontést kell hoznunk. Barmi is a
dontésiink, hibazhatunk. A kutatas célja, miként a disszertacido cime is, kettds.
Egyrészt a randomizacio viselkedését kivantuk tanulmanyozni egy konkrét
algoritmuson, hogy ezaltal maganak az algoritmusnak a tulajdonsigaira
kovetkeztethessiink. Ezek a tulajdonsédgok €s a kutatasuk sordn nyert tapasztalatok a
programhelyesség-ellendrzéskor felhasznalhatok. Tanulmanyaink alanyaul a hatvany
modszert valasztottuk, mivel ez a mddszer ujra elétérbe keriilt éppen az informatika,
a WEB-technologidk révén [14], [32]. A randomizicié segitségével ¢és a
valoszinliség-szamitdsi, matematikai statisztikai, informacidelméleti fogalmak és
eszkozok Otvozése révén egységes modszert kivantunk adni a programtesztelés

kivitelezésére és a dontéshozatali mechanizmusra.
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2. UJ TUDOMANYOS EREDMENYEK

2.1. A DISSZERTACIO ROVID ATTEKINTESE

A disszertacid a programtesztelés egy specialis témakorével foglalkozik, amikor is
egy algoritmus szamitogépen realizalt programjanak a helyességével kapcsolatban
kell allast foglalnunk, dontést hoznunk. Statisztikai, informacidelméleti alapu
tesztelési elvet javasol, amelynek révén, ha a helyességet bizonyitani nem is tudjuk,
de legalabb a nem helyesség erds gyanujat elérjiik, ha a program valoban nem helyes.
Emellett helyes program esetén lehetdleg tekintsiik azt helyesnek. Az értekezés
megirasakor nem elhanyagolhat6 szempont volt az anyagnak az oktatdsi folyamatba

torténo esetleges beillesztésének az igénye.

Az els6 négy fejezetben a legfontosabb alapfogalmakat taglaljuk. Az algoritmust ugy
fogjuk fel, mint egy fliggvényt, transzformaciot, amely valamely x e X elemhez
(input adathoz) valamely z € Z elemet (output adatot) rendel hozza. Egy 4: X — Z
leképezés. A program az absztrakt algoritmus realizdldsa. A realizalds hardveren
torténd megvalositdsa az implementacid, az algoritmus implementalasa. A program
elkészitése a specifikacié alapjan kell, hogy torténjen. Az algoritmushoz egy
programot rendeliink. A specifikdcid maga a leképezés, az input/output elemek
egymashoz rendelése, amit valamilyen modon meg kell adni, le kell irni. Kérdés,
hogy a program végiil is valéban olyan kiszamitasi szabalyt ad-e meg, amely az

eredeti specifikaciot valositja meg, vagy nem. A specifikacié roviden egy

{x [olx)]
1062) |pl.2)}

ugynevezett elofeltétel és utofeltétel paros, ahol (p(x) és ;//(x,z) predikatumok.
Teljesen helyesnek mondjuk a P programot, ha minden olyan x inputra, amelyre

(p(x)zigaz, a program befejezédik, és a P(x) eredményre teljesiil, hogy
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l//(x,P(x)):igaz. Kérdéses, hogy a predikdtumok felirdsa helyes-e, azaz valoban

leirja-e a problémat és minden részletre kiterjedd-e, azaz teljes-e.

Kiilonb6z6 modszerek léteznek a programhelyesség ellendrzésének kivitelezésére.
Példaul a Floyd, a Manna, vagy a Hoare mddszer [41], [27], [13] ( a felsorolés persze
nem teljes), amelyek a program részekre bontasa altal, logikai allitasok kozbeszlirasa
utjan, azok igaz mivoltanak beldtdsa révén juttat el a végsd helyes kovetkeztetésig.
Ezek a modszerek altalaban nem kevés munkat igényelnek. Nehéz 0sszeallitani egy
bonyolult, vagy ,,triikkkds” programhoz a kdzbeszurando6 allitdsokat. A randomizacid
erre a problémara probal statisztikai valaszt adni azéltal, hogy leszlikiti a kérdést a
praktikus programtesztelésre és a tesztkészités kérdését statisztikai probléméaval
helyettesiti. Az algoritmus, az implementacié X input halmazabdl valdszintiségi
mértékteret alakitunk ki egy rajta bevezetett valosziniiség-eloszlas révén, vagy rajta
értelmezett  valoszinliségi  valtozd altal. A program implementacidjanak
helyességvizsgalatat eloszlasok eltérésének vizsgalataval helyettesitjik egy
helyesnek feltételezett implementacié és a vizsgalt esetleg helytelen implementacio
outputja  eloszlasainak  Osszehasonlitdsdval. =~ Az  Osszehasonlitasra  az
informacioelméleti entropia, inakkurancia €s diszkrimindlé informécié fogalmait

hasznaljuk. A véletlenitett, randomizalt & inputra az outputok &, = A(/j ), n, = P(f ),

ahol A az algoritmust, P az implementalt programot szimbolizalja. A & input helyett

ténylegesen véletlenszerien generalt statisztikai mintat alkalmazunk. Az

inakkurancia formuldja az input randomizalasa révén ekkor:

1 | 1
dF,(x) =Y —1
T = 2o s

T(n,)&,) = [log
R
Itt a; jeloli a k£ elemii a posteriori minta (P outputja a tényleges implementacioé esetén)

i—dik elemét, 77, az implementécié 4ltal szolgaltatatott output empirikus eloszlast,
&, pedig az a priori (a helyes implementacio esetén vart) eloszlast. Azt kell

statisztikailag eldonteni, hogy ez a szdm szignifikdnsan eltér-e az a priori eloszlas

crevs

entropidgjat megadd szamtol. A fogalmak haszndlhatosdgaval kapcsolatban
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szemléltetésként felidézziik a Cauchy eloszlas paraméterbecslésére altalunk korabban

kidolgozott mddszert.

A hatvany modszer tulajdonséagait az 6todik fejezetben targyaljuk. A modszert az
nxn -es szimmetrikus, pozitiv definit A matrixok esetére korlatozzuk. A hatvany
modszer az A matrix legnagyobb sajatértékét (jelolésben A,) és egy hozzatartozo
normalt sajatvektor meghatarozasat célozza meg. Ez az Ax=Ax egyenlet egy
nemtrividlis megoldasanak megkeresését jelenti, ahol ismeretlenek az x vektor és a

A skalar. A modszer algoritmusa tdmoren:

1. Valasszunk egy tetszSleges x'” # 0 vektort.

(m+1) — 1
(m+1)
v

3. Megallunk, ha az x vektorok mar gyakorlatilag nem valtoznak.

2. Képezziik az y"™ = Ax"™, x -y m=0,1,2,... vektorokat.

A 3. pontban nem konkretizaljuk, hogy a ,,gyakorlatilag nem véltoznak™ mit jelent,
szamos praktikus megallasi feltétel ismeretes. Példdul megallunk, ha valamely

kicsiny & >0 esetén a kettes, azaz az euklideszi normat hasznalva fennall, hogy

HAx(m) _p<m)x(m)H
2<g, ahol p
x|
2

hanyados [34]. A mddszert a tetszdleges helyett véletlen kiindul6 vektorral inditjuk.

. X(m—l)TAX(m—l)
- X(m—l)TX(m—l)

az ugynevezett Rayleigh

A véletlen az n-dimenzios egységgomb felszinén egyenletes eloszlast jelent, vagy
ami a hatvany moddszer esetében ezzel egyenértékii, az n-dimenzids térben standard
normalis eloszlast. A fejezetben also és felsd becsléseket adunk az iteracid egyes
1épéseiben a sajat altértdl vald eldirt nagysagunal nem nagyobb eltéréssel kapcsolatos

valoszintliségre.

Egy vektort akkor mondunk egy altér ¢p-szogkornyezetéhez tartozonak, ha a vektor és
az altér altal bezart szog kisebb, mint az eldirt ¢>0 szam. A célunk az lesz, hogy
kiszamitsuk, vagy becslést adjunk arra, hogy m 1épés megtétele utdn mennyi annak a

valoszintlisége, hogy a véletlen vektorral inditott hatvany modszer a A, alterének az
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eloirt ¢-szogkornyezetébe tartozik, azaz ¢@-nél kisebb szoget bezard vektort
szolgaltat. Az itt megfogalmazott problémahoz hasonld, de bonyolultabb kezelésii
esettel foglalkozik Del Corso [17] cikke, amely elinditoja lett a jelen vizsgalodasnak.
Roviden a cikk 1ényege a kovetkezd. Jeloljik a szdget «-val. A cikk az alabbi

moédon  bevezet egy e (A, p) randomizalt hibanak nevezett szadmértéket,

m

m

1/
mérészamot: €/ (4, p)= US ‘sin a(’")(xxp,u(dx)} ’ , ahol S, az egységgomb felszine,

4 a valoszinliségi mérték, m az iteracios index, n a matrix mérete, dimenzidszam. €s
1< p <o0. Ez a randomizalt hiba egyfajta varhat6 értéke a tdvolsdgnak, pontosabban
a normalizalt iterdlt vektor és a sajataltér kozotti euklideszi tavolsagnak, mint az S -

nen értelmezett valdszinliségi valtozonak az L, normdja. A szerz6 ennek a
viselkedését vizsgalja erds analitikus eszkozok bevetésével. Kimutatja, hogy ez a
hiba mindenképpen fiiggeni fog a sajatértékek eloszlasatol, foként a legnagyobb és a
masodik legnagyobb sajatérték hanyadosatol. A klasszikus numerikus irodalomban
ez a tény az 50-es évek oOta ismert mas analitikus megfontoldsok alapjan. A cikk
kiilonbozé formuldkat mutat be esetszétvalasztdssal a sajatérték multiplicitasok,
iterdcioszam, p értek €s a dimenzidszam fliggvényében a randomizalt hiba alsé és
fels6 korlataira. Megmutatja, hogy nem érhetd el éles becslés a sajatértekek

hanyadosatol fiiggetleniil.

Mi a disszerticidban azonban nem varhato értékekre, hanem praktikusan

valoszinliségekre vagyunk kivancsiak. Jelolje k& a legnagyobb sajatérték

multiplicitasat (k<n), és legyen u, ., = A

a masodik legnagyobb ¢és a legnagyobb

sajatérték hanyadosa. A hatvany modszer szerinti transzformaciéo m 1€pése utan az

a'™ szog tangense:

2m ()2 2m(0) 2 am _(0)2
(m))_ \/:le+1xk+l X, e X,

2 2 2
JrO 4 xO py®

tan (CZ

A tangens fliggvény hasznalata azért célszerli, mert egészen kis szogek esetén

gyakorlatilag megegyezik a szogértékkel, nagyobb ugyan annal, de nagysagrendileg
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azonos, masrészt feliilrdl korlatozza a szog szinuszat, amely az euklideszi tavolsag

értéke. Vezessik be az

def
F!V(x) = P(tan(a") < x)

jelolést. Ez a fliggvény a sz0g tangensének valdsziniiségi eloszlasfiiggvénye. A

targyalas soran az F,’(x)-re adunk also és felsd ¢éles becsléseket a statisztikabol

ismert (n-k,k) szabadsagfoku F-eloszlas négyzetgyoke €s a k szabadsagfoku ¢-
eloszlas abszolut értékének eloszlasfiiggvényei altal. Sztochasztikus konvergencia
bizonyitast adunk a hatvany moddszer algoritmusara. Szimulacios futtatdsokon

keresztiil kis dimenzidszdm esetére szemléltetjiikk a konkrétan kiszamitott formuldk

viselkedését. Az F}’(x) eloszlasfiiggvény kiszamitasa technikailag nagyon
nehézkes, ezért kis szogértékekre megadjuk az F.}’(x) fliggvény aszimptotikus

novekedési rendjét, amely polinomialisnak bizonyul a dimenzidszdm ¢és a
multiplicitas fiiggvényében. Ezen eredményeket koveti az iterdlt vektorok
koordinatai kozotti korrelacids kapcsolatok tanulmanyozasa. Kiilon bizonyitéast
adunk a kétdimenzios esetre és az n-dimenzids esetre. Megallapitast nyer mindkét
esetben, hogy a paronkénti korreldciok a -1, 0, 1 szamok valamelyikéhez
konvergalnak az elsé iterdcios 1épés eredményétdl fliggden, amennyiben a
legnagyobb sajatvektor multiplicitasa egy. Kétdimenzidos esetben még a
konvergencia sebességének linearitasat is sikeriil kimutatni. A bizonyitasbol az is
kideriil, hogy ha a jelzett tipusu konvergencia nem észlelhetd, akkor biztosan nem
egy a multiplicitds. A fejezet végén egy programtesztelés eredményét mutatjuk be,
amelyben a matrixszorzas algoritmusat helyesen implementaltuk, Osszehasonlitva
azzal, amikor hibdsan implementaltuk. A hiba jellege az, hogy a sorok, oszlopok
skalaris szorzatainak kiszdmitasanal a rekesz nulldzasat a legels6 nullazas kivételével
elhagyjuk, a nulldzast rossz helyre tessziik a kddban. Tipikus sorcsere a kdodban
programhiba. A teszteléskor a hiba milyenségét természetesen nem vehetjiik és nem
i1s vessziikk figyelembe. A nagymintas statisztikai proba kovetkeztében a futtatasi
eredmények révén kapott dontésekkel zarjuk a fejezete, amelynek szdmértékei
meggydzdek. A szamitdsokhoz sziikséges formuldk egyike a helyes implementacio

esetén az output entropiaja
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H(n)= [ p(x)log

L7 Iy
! dx = _[p(x log[ (2z) -det(S)-e? ’ J dx =
2T
= %[n -log(27)+ logdet(S)+n],

ahol S=AA", valamint a helyes és a helytelen implementacié outputjai kozotti

inakkurancia becslése

1

k k lva -1y
-log ) %-Zlog ! ):%-Zlog(wl(Zﬂ)"-det(S)-62IS '],
P\X; i ' i

| =

T(n,|m =

k
i=1

ahol x; az implementacio outputja az input mintanak megfelelen.

Az eredmények Osszefoglaldsa a hatodik, az angol nyelvii 6sszefoglalas (Summary) a
hetedik fejezetbe keriilt. Fiiggelék szol a fontos statisztikai alapformuldkrél. Ezt
irodalomjegyzék koveti, majd pedig csatoltuk a tesztelést végzd program MATLAB-

os forraskodjat.

2.2. TEZISEK

A kutatasok eredményeit négy tézisben foglaltuk Ossze. A eredmények magyar,
orosz ¢s angol nyelven keriiltek publikdldsra. Impakt faktorral rendelkezd

nemzetkozi folydirat is van kozottiik.

2.2.1. ELSO TEZIS

A hatvany modszer randomizaliasa esetén valdsziniiségi alsé és felsé becslés
adhaté az iteracios vektor és a sajat altér kozotti szogre. A becslések élesek
olyan értelemben, hogy van eset, amikor egyenloség all fenn. Beloliik kovetkezik

a modszer sztochasztikus konvergenciaja.

Ezen tézis alapja a disszertacid 5. fejezetében altalam bebizonyitott 5.3.2., 5.3.3. és

az 5.3.4. tétel, amelyek megfogalmazésai alabb kovetkeznek.
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5.3.2. Tétel: Also és felso valosziniiségi becslés

Annak a valoszinliségére, hogy a szog tangense az m-dik 1épésben mar ¢

alatt marad, fennall az F\(e/y)<SF(e)< £ (8/ cﬁ"}{))
egyenlétlenség, ahol ) =

5.3.3. Tétel: A becslés élességenek jellemzése
Ha csak kétféle sajatérték van, azaz 4,,, =4,, =...=4, is fenndll,

akkor az 5.3.2. tételbeli formulaban mindkét egyenldtlenség helyén

egyenldség van.

5.3.4. Tétel: A hatvany mddszer sztochasztikus konvergencidja
A hatvany moédszer 4ltal szolgaltatott vektorok sorozata standard
normalis eloszlasi kezddvektor esetén sztochasztikusan konvergal a
legnagyobb sajatérték sajat alterének valamely vektorahoz. Konvergencia
esetén a sajatvektor rajta van a kezddvektornak a sajat altérre vett
merdleges vetiiletvektora hatdsvonalan, tovabba a legnagyobb sajatérték
eléall az iteracid soran tapasztalt nyujtasi tényezok mértani kozepe

limeszeként.

Az ezzel kapcsolatos kutatasok eredményeit a [4], [5], [6[, [8] cikkekben

publikaltam, konferencian ismertettem.

2.2.2. MASODIK TEZIS

Az iteracidés vektor és az altér kozti szog eloszlasfiiggvényének novekedési

rendjét kicsiny szogekre polinomialis O (ordo) novekedés erély jellemzi.

Ezen eredmény a disszertacionak az 5.5. alfejezetben talalhato 5.5.1. tételként, amely

igy szol:
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5.5.1. Tétel: Az F,f,;(”)(x) eloszlasfiiggveny lokalis tulajdonsaga

Kis &€ > 0 szdgértékek esetén F,}’ (&) = O(g”'k) :
Publikalasa a [7]-ben tortént meg.

2.2.3. HARMADIK TEZIS

Az iteracios véletlen vektor koordinatainak korrelacios egyiitthatoi 0-hoz vagy
+/-1-hez konvergalnak, ha J; multiplicitisa egyszeres. Kétdimenzioban a
konvergencia sebessége linearis. Ha ez a fajta konvergencia nem lép fel, akkor

A1 multiplicitasa nem egyszeres.

Ezen tézis megalapozdsa a disszertacio 5.6. fejezetében taldlhatdo 5.6.1., 5.6.2.
tételként €s ez utdbbihoz flizott megjegyzésként megfogalmazva, amint az alabb

kovetkezik.

crer

Legyen " a kétdimenzids esetben az iteralt vektor koordinatai kozotti

korrelacidos  egyiitthatd az  iterdcid6 m-dik  1épésében.  Akkor

lim "™ = sign(r") .

k—o

A konvergencia sebessége linearis.

crer

A hatvdny modszer iterdcidja soran n-dimenzidban elhagyva a

normalizalast a legnagyobb sajatérték egyszeres multiplicitdsa esetén a

") matrixra és a paronkénti korrelacios rl.(’”)

korrelacios R :

egyiitthatokra

teljesiil, hogy rank(lim R('”)) =1 és lim ry(.m) =a, ahol a’=a,acR.

Az eredmények a [9], [11] publikaciokban jelentek meg.
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2.2.4. NEGYEDIK TEZIS

A diszkriminalo informacio (Kullback eltérés, I-divergencia) fogalomrendszere

alkalmas lehet programhelyesség tesztelésre.

A tézis alapjaul szolgalnak a Cauchy eloszlas paraméterbecslésével kapcsolatos
eredmények. A  programhelyesség  tesztelésére  vonatkozd  gondolatok,
eszmefuttatdsok a disszertacionak részint a negyedik fejezetében, a konkrét
alkalmazas pedig az 5.7. fejezetben taldlhatd, tételként nincs kiilon megfogalmazva,
mivel itt egy elvrél és annak realizalasar6l van sz6. A Cauchy eloszlas
paraméterbecslésével kapcsolatos eredmények természetesen tétel formajaban is

testet Oltottek.

Jeloljik azt a tényt, hogy egy & valoszinliségi valtozé Cauchy eloszlasu (c,s)
paraméterekkel a kovetkez6 modon &~ C(c,s). A Cauchy eloszlas esetén az

inakkurancia alakja (T(c,s) jeldlje roviden az inakkuranciat):

n

T(c,s)= znlog{ [1+ (g, —c)/s ]} Vezessik be az alabbi jeloléseket. A

i=1

¢,s paramétereket ismeretlennek, de fixnek feltételezziik, a mintaelemeket pedig

a,i=1,...,n jelenti. Tovabbi jelolések:

u,=(a,—c)ls, u,=(a,-c)ls,i=1..n
eOZl : l+1u :_Zl+u
el_%:l 1+”1 :_Zl+u

w2
ezzi,-_llj—lu :_Zl+u

Lemma a Cauchy eloszlasok koézotti inakkuranciardl: Legyen &, ~ C(c,,s,),

&, ~C(c,,s,), akkor T(gl”gz):log ”[(51 +5,) +(c, —¢c,) ]

Sy
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Lemma a Cauchy inakkurancia minimumhely jellemzésére: T (c,s) minimumhelyén

: 1
teljesiil, hogy: c=c+s-e—1, s2:52.e_2:S2.(__1j_
€ € €

A lemma alapjan ezen egyenletrendszer megoldasara az aldbbi iteracioés formulapar
; - € 1
javasolhato: ¢,,, =c¢, +s, - —, s5,,=5,.]——-1, k=0,1,2,...,

ok Cok

ahol ¢, tetszdleges, s, pozitiv valds szam.

Tétel a konvergenciarol: Az eldzdben felirt iteracids formulék szerinti szamsorozatok
nagy minta esetén a valddi paraméter értékekhez konvergéalnak. A konvergencia

sebessége geometriaiként jellemezhetd.

Tétel a pontos megoldasrol: Nagy minta esetén tetszlleges c,-ra és s, >0-ra

fennall:

c=¢C +S .L
=6 TS T 2
Vor TVik
v,
_ 0k _
S_Sk'(ﬁ_lJﬂ k=012,....
Vor T Vik

Tétel a minimumhely egyértelmiiségérol: Nagy minta esetén a minimumhely

egyeértelmii.

A tézishez kapcsolodd eredmények publikaldsa a [1], [2], [3], [10], [12]-ben tortént

meg.
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2.3. TOVABBI TERVEK

A disszertacioban Osszegzett kutatasok egyaltalan nem befejezett, kerek, lezart
témak. Szamtalan kérdés maradt nyitva. Csak néhanyat emlitiink ezek koziil. A
hatvany mddszerrel kapcsolatban kevés hidnyzik az 5.6.2. tételben azon sejtés
bizonyitasahoz, hogy a konvergencia sebessége n-dimenzidban is linearis. Masik
idevago probléma: algoritmus kidolgozasa arra, hogy amennyiben az 5.6.2. tételben
nincs meg az ott leirt tipusti konvergencia, azaz a legnagyobb sajatérték nem
egyszeres multiplicitast, akkor a megadand6 algoritmus allapitsa meg a multiplicitas

értékeét.

Harmadik lehetdség lehet az, hogy valogassuk ki azokat az eredményeket, amelyek
esetleg érvényesek olyan matrixokra, amelyek nem feltétleniil szimmetrikusak és

pozitiv definitek.

Természetesen a disszertacioban leirt szemléletmddnak megfelelden mas

algoritmusokat is lehetne példaként vizsgélni.

A programhelyesség tesztelése terén rengeteg a nyitott kérdés. Tovabb lehet 1épni
abba az irdnyba, hogy az input eloszlastol vald fiiggést, az input eloszlés
megvalasztdsanak a hatdsat vizsgaljuk. Tovabb lehet fejleszteni, finomitani a teszt
elvégzését kovetd dontési rendszert, a statisztikai probat. A teszt elvégezhetdségéhez

sziikséges konvergencia feltételek vizsgalata akar 1j problémakorként is felléphet.
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SUMMARY

This PhD dissertation deals with the problem of randomization of algorithms and

program testing. It contains some new results, especially in connection with the

iterative power method for computing the largest eigenvalue of the positive definite,

symmetric matrices. The input of the algorithm of the power method is randomized

by generating standard, normally distributed random vectors in the n-dimensional

space.

The behavior of the output of the algorithm is analysed. The first four sections play

role of introductional character of the notion of algorithm, program, correctness of

program, randomization of algorithms. The main results are discussed in the fifth

section and its subsections. New scientific results are in the following theses.

Thesis 1:

Thesis 2:

Thesis 3:

Thesis 4:

Lower and upper bounds can be formulated for the angle between
the iterated vector and the eigensubspace in the randomized power
method. Bounds are sharp, that is, there are cases of equality. The
stochastic convergence of the method can be proved by these

formulas.

Assume small angle between the iterated vector and the
eigensubspace. In this case the order of the growth of the
distribution function of the angle can be characterized as

polinomial in ordo sense.

Assuming that the multiplicity of the largest eigenvalue is one, the
correlation coefficients of the coordinates of the iterated vector
converge to -1, 0, or +1. In two dmensional case the rate of
convergence is linear. If this kind of convergence can not be

observed then the multiplicity of the largest eigenvalue is not one.

The system of the notions of the discrimination information
(Kullback’s divergence, I-divergence) can be suitable for testing of

program correctness.
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