MISKOLCI EGYETEM
GEPESZMERNOKI ES INFORMATIKAI KAR

Szimmetrikus stabil eloszlasok paramétereinek egy
robusztus becslési eljardsa €s alkalmazasa

doktori (PhD) értekezés tézisei

Készitette:
Csendes Csilla
okleveles kdzgazdasagi programoz6é matematikus

HATVANY JOZSEF INFORMATIKAI TUDOMANYOK
DOKTORI ISKOLA

Tudomdnyos témavezeto:
Dr. Fegyverneki Sandor

A doktori iskola vezetdje:
Prof. Dr. Szigeti Jeno
A matematikai tudomédny kandidatusa

Miskolc
2014



Biralo Bizottsag

Elnok:

Dr. habil Juhasz Imre PhD, egyetemi tanir, Miskolci Egyetem
Tagok:

Dr. Ront6 Miklés DSc, egyetemi tanar, Miskolci Egyetem

Dr. habil Galdntai Aurél DSc, egyetemi tanar, Obudai Egyetem

Dr. habil Ispany Mérton PhD, egyetemi docens, Debreceni Egyetem
Titkdr:

Dr. habil Kovécs Lédsz16 PhD, egyetemi docens, Miskolci Egyetem
Tartalék:

Dr. Méri Tamés CSc, egyetemi docens, E6tvos Lorand Tudoményegyetem
Dr. Raisz Péter PhD, ny. egyetemi docens, Miskolci Egyetem

A titkar ellatja a Birdl6 Bizottsagi feladatokat és egyben tag is.
Hivatalos birdlok:

Dr. Szeidl Lészl6 DSc, egyetemi tanar, Obudai Egyetem
Dr. Gall J6zsef PhD, egyetemi docens, Debreceni Egyetem

Pottag:

Dr. Raisz Péter PhD, ny. egyetemi docens, Miskolci Egyetem



Tartalomjegyzék

1. Bevezetés
1.1, Akutatdscélja. . . . . . . . . . e

2. A kutatashoz felhasznalt szakirodalom és modszerek

3. Tudomanyos eredmények
3.1. A PIT paraméterbecslési eljards . . . . . . .. . .. . .. ...
3.2. A Bfiiggvények kozelitésének meghatdrozdsa . . . . . . . . .. ... ... ...
3.3. Statisztikai vizsgdlatok . . . . . ...
3.4. A BET részvényeinek modellezése a PIT médszerrel . . . . . .. .. ... .......
3.5. Informatikai eredmények . . . . . . . . . . ... ... ...

4 Theses
A doktori értekezés témakorében sziiletett publikaciok jegyzéke

Irodalomjegyzék

10
10
11
12

13

14

14



1. Bevezetés

A stabil eloszlasok csalddjit Levy [23] irta le fiiggetlen valdszintiségi valtozok 6sszegzésébdl ado-
dé6 valtozok hatareloszlasait vizsgald tanulmanyéaban a XX. szdzad elején. Az eloszlascsalad elnevezése
onnan ered, hogy stabil valészinliségi valtozokat 6sszegezve egy skdldzod és egy centrdld konstanstol elte-
kintve ismét stabil valészintiségi valtozét kapunk. A stabil eloszldsok természetes altalanositasat adjak a
normdlis eloszldsnak (mely 6nmaga is a stabil eloszldscsaldd tagja) az 4ltaldnositott centralis hatrelosz-
14s tétel alapjan, melyben elhagyva az 6sszegzend6 valtozok 1étezd véges szérdsara vonatkozoé feltételt,
hatdreloszlasként a stabil eloszlascsalad adédik. A témateriilet legjelentGsebb 6sszefoglaléi Gnedenko és
Kolmogorov [15], Feller [14], Uchaikin és Zolotarev [34], Zolotarev [36], valamint Samorodnitsky és
Taqqu [32]).

A stabil eloszlasok haszndlata természetes alternativaként meriil fel a normalis eloszlds mellett olyan
jelenségek vizsgdlatara, amely nagy szamu magas vagy akar végtelen szorasnégyzetli megfigyelés osszeg-
z€sébol adddik. Ilyen feladat példdul a részvények arfolyamvéltozdsainak modellezése. Az arfolyamval-
tozasokbdl képzett hozamok eloszladsdnak tanulmanyozasara el6szor a normaélis eloszlast alkalmaztak,
de az empirikus eredmények azt mutattdk, hogy a hozamok eloszldsdnak farka vastagabb, azaz nagyobb
valdszintiséggel kovetkeznek be extrém kilengések az arfolyamokban, mint azt a normalis eloszlas alap-
Jén varnank, valamint a hozameloszlds csicsosabb is. Ennek a jelenségnek a megragadasara az 1960-as
évektol egyre tobben kezdték alkalmazni a stabil eloszlasokat (Mandelbrot [24], Fama [8], [9], [10]).

A stabil eloszldsok pénziigyi modellezésben valé alkalmazdsa méra széles korben elfogadottd valt
a gyakorlati szakemberek szaméra (Adler, Feldman és Taqqu [1], Bradley és Taqqu [2], Rachev [30],
Rachev és Mittnik [31]). Ezekben a problémdkban a parametrikus modellek hasznédlatidhoz elengedhe-
tetlen, hogy a hozamok eloszldsanak paramétereit megfeleld pontossdggal, konnyen és egyszertien hasz-
ndlhaté statisztikai eszkozokkel becsiilhessiik.

A szamitégépek novekvd szamitdsi kapacitdsai, valamint az Gjabb és tdjabb algoritmusok révén valddi
alternativat jelenthet a stabil eloszlascsaldd hasznalata a normalis eloszlassal szemben. Ugyanakkor az
eloszlascsalad haszndlatidt megneheziti, hogy az 4ltaldnos stabil siirtiségfiiggvény és az eloszlasfiiggvény
nem ismert zart alakban, a normalis eloszlast kivéve nem 1étezik a szorasnégyzetiik, és a magasabb rendd
momentumaik is végtelenek. A slirliség- és eloszlisfiiggvény helyett a stabil eloszldsok definidldséra a
karakterisztikus fliggvény hasznalhat6, amely négy paraméterrel rendelkezik, ezek az « karakterisztikus
kitevd, B aszimmetria vagy ferdeségi, y skéla-, s ¢ helyparaméter.

Mivel nem ismert a siirliségfiiggvény zart alakban, a paraméterbecslésre leggyakrabban hasznalt ma-
ximum likelihood médszer nem alkalmazhat6 kdzvetleniil (Nolan [27]), illetve nagyon szdmitdsigényes-
sé vélik a numerikus integrdlds miatt. A magasabb rendi momentumok végtelenek, ezért a momentumok
moédszere sem alkalmas a stabil paraméterek becslésére. Az emlitett jellemzk miatt az eloszlascsalad
kezeléséhez specidlis médszerekre van sziikség.

1.1. A kutatas célja

Kutatdsom célja olyan numerikus statisztikai eljards kifejlesztése volt, amelynek segitségével a stabil
eloszlasok paraméterbecslési feladata nagy pontossaggal, szamitési igényt tekintve gyorsan és egyszeri-
en megoldhatd. A stabil eloszldsbdl szarmazé mintdk paraméterbecsléséhez a fenti tulajdonsdgok miatt
merdben Udj médszerekre van sziikség. Az dltalam bemutatott paraméterbecslési eljaras a robusztus sta-
tisztikdban hasznélt M-becslések (maximum likelihood tipusu becslések) kozé tartozik. Az uj eljards a
hely- és skalaparaméter egyiittes M-becslésén alapszik. A szakirodalomban ismert szimos paraméter-
becslési eljarassal szemben az ij médszer megbizhat6 eredményt ad, gyors, és egyszertien implemental-
haté.



A bemutatott 1j paraméterbecslési médszer kiszamitasahoz sziikségesek bizonyos fiiggvényértékek-
nek és konstansoknak az ismerete. A mddszer alkalmazhatésdganak biztositdsdhoz numerikus fiiggvény-
kozelitéseket hatdroztam meg. A racionélis tortfiiggvény approximdcio egyiitthatéinak kiszamitasa nagy
szamu stabil eloszldsbdl szdrmazé véletlenszdm generdldsdn alapszik. A tobb, kiillonbdz6 fokszdmu po-
linomokkal felirt kozelités elballitasaval, és ezek vizsgalataval a célom a legmegfelel6bb tortfiiggvény
kozelités kivalasztdsa volt.

A bemutatott 4j becslési médszer hatékonysdgat, pontossdgat, az egyes paraméterek becslései kozot-
ti 0sszefiiggést Monte-Carlo szimuldcidsorozat segitségével értékeltem. A vizsgdlat célja az 4j médszer
statisztikai tulajdonsdgainak dsszehasonlitdsa a szakirodalomban ismert mddszerekkel, valamint a becs-
lések aszimptotikus eloszldsdnak megismerése a statisztikai vizsgélat szimul4cioi sordn kapott becslé-
sekbdl képzett mintdk egyvaltozds, és egyiittes (tobbvaltozds) normalitdsdnak tesztelésével, kiillonbdzd
illeszkedésvizsgalat (normalitds) tesztekkel.

A kutatémunkdm tovabbi célkitlizése volt hazai részvényarfolyamok vizsgilata az 4j mddszer segit-
ségével. Ennek oka egyrészt az Gj mdédszer haszndlhatésdganak bizonyitdsa, masrészt a 2008-2009-es
pénziigyi valsdg hazai részvények arfolyamaira gyakorolt hatdsdnak modellezése volt. Az elemzésben
a Budapesti Ertékt6zsde (BET) legjelentdsebb, vezetd részvényeinek napi zaréér arfolyamvaltozasainak
paramétereit becsiiltem a PIT mdédszerrel. A becsiilt paraméterek alapjan illeszkedés vizsgalatot végez-
tem a becsiilt stabil eloszldshoz képest és a normadlis eloszldshoz képest Kolmogorov-Smirnov, valamint
x° tesztekkel. A paraméterek mozgdablakos, idSbeni véltozasanak vizsgalataval j6l megfigyelhetd a koc-
kazatot jellemz6 paraméterek viselkedése a valsdg idoszakaban.

2. A kutatashoz felhasznalt szakirodalom és modszerek

1. Definicio. Egy X valdsziniiségi vdltozot stabilnak neveziink, ha minden n-re léteznek olyan X, X,
., Xy fliggetlen valosziniiségi vdltozok, melyeknek kozos az eloszldsa, és amely eloszlds megegyezik X
eloszldsdval, tovdbbd léteznek olyan e(n) és a(n) konstansok, 1igy hogy

n

i—1 Xl
. —e(n) (D

a(n)

eloszldsa megegyezik X eloszldsdval.

2 o

A stabil eloszldsok a karakterisztikus fliggvény segitéségével adhaték meg, mivel a siirliségfiiggvény
és eloszlasfiiggvény nem ismer zart, analitikus formaban. A karakterisztikus fliggvény négy paraméter
segitségével ir le egy altaldnos stabil eloszlést, ezek

e a0 < a < 2 karakterisztikus kitevs (stabilitasi index, farok index),
e a—1 <8< 1ferdeségi (aszimmetria) paraméter

e ay > (0 skdlaparaméter

e a ¢ € R helyparaméter.

Legyen X ~ S(a,p,7,0) stabil eloszldsu valoszinliségi véaltozo a fenti paraméterekkel. Ekkor az X
valtozd karakterisztikus fiiggvénye:

exp (=y*[*[1 — iB tan(F)(sign) (V)= = D] +is1), @ # 1,

exp (—ylf[1 - i,B%(signt)(ln |t| + Iny)] + i61), a=1. 2)

Eexp (itX) = {



A paraméterek becslésére a szakirodalomban szamos megkozelités 1étezik. Az eloszlas farkanak
aszimptotikus Pareto tulajdonsdgdra épiilnek a farokindex becslések (Csorgd [4], Csorg6 és Viharos
[5], Hall [16], Hill [18], Szeidl [33], Viharos [35]), kvantiliseken alapul6 becsléseket dolgozott ki Fa-
ma és Roll [11], [12] , illetve McCulloch [26], a stiriségfiiggvény numerikus Fast Fourier Transform
algoritmussal torténd integraldsan keresztiil a Maximum likelihood mdédszert alkalmazza Nolan [27], a
karakterisztikus fliggvényen alapul6 becsléseket mutatott be Press [29], a karakterisztikus fliggvény se-
gitségével definidlt regressziés médszert mutatott be Koutrouvelis [22], majd a mddszer javitdsat Kogon
és Williams [21].

A bemutatott Uj becslési eljards a robusztus statisztikdban hasznélt M-becslések kozé tartozik. A ro-
busztus statisztika legfontosabb eredményeit a Huber [19] és Hampel et al. [17] konyvek tartalmazzak.
A magyar szakirodalomban Kerékfy [20] foglalta 6ssze a cikk megjelenéséig (1978) elért eredményeket
a témaban. A doktori értekezésben 4ttekintettem a robusztus statisztika fontos fogalmait és eredményeit,
amelyekre tdmaszkodtam az Gj moédszer kidolgozdsdndl. Az M-becslésekkel kapcsolatos fontos ered-
mény, hogy aszimptotikusan normadlis eloszlasiak. A hely- és skdlaparaméter egyiittes M-becslésének
aszimptotikus eloszldsdnak kovariancia métrixa szintén megadhaté (Hampel et al. [17], Fegyverneki
[13]).

A becslési eljaras statisztikai jellemz6it Monte-Carlo szimuldcid sorozattal vizsgdltam, melyhez el-
engedhetetlen, hogy adott paraméterd stabil eloszlast véletlen szamokat generdlhassunk. Egy éltalanos
stabil eloszlasu véletlenszdm generdldsdra az eloszldscsaldd XX. szdzad elején tortént definidldsa utdn
még hosszu ideig nem allt rendelkezésre megfeleld képlet. Az eloszlasfiiggvény inverzén alapulé klasszi-
kus médszer nem haszndlhatd, mert hasonléan az eloszlisfiiggvényhez, annak inverze sem ismert zart
alakban. A problémara Chambers et al. [3] adtak 1976-ban el6szor formulédt. Ennek a formuldnak egy
modositott valtozatat mutatta be Zolotarev [36]. Ez utébbi formulat hasznaltam a statisztikai vizsgala-
tokban véletlen szdmok generdldsara.

Dolgozatom alkalmazdsi példat bemutaté eredményei a Budapesti Ertékt6zsde (BET) legjelents-
sebb, vezetd részvényeinek napi zaréar véltozdsainak modellezésével sziilettek. A vizsgélt adatsorok a
2004.01.01. és 2012. 12. 31. kozotti id6szakot olelik fel, az adatok forrdsa a www.portfolio.hu web-
oldal. A vizsgdlt részvények: OTP, Richter, Egis, Magyar Telekom, MOL, valamint a BUX Budapesti
Ertéktézsde hivatalos indexe. A szamitdsokhoz a sajat programkédjaim mellett a STABLE programot is
alkalmaztam, amely Nolan [28] stabil eloszldsok ML mddszerrel val6 paraméterbecslésére, a stirliség és
eloszlasfiiggvény kozelitésére, stb. kidolgozott, szabadon letolthetd szoftvere. A hozamokat a logaritmi-
kus és a szdzalékban kifejezett hozam modellekkel is meghatdroztam, ezek kozott 1ényeges eltérés nem
volt megfigyelhetd.

Az eredmények bemutatdsdhoz szamos jol ismert statisztikai eszkozt haszndltam fel. A becsiilt pa-
raméterek alapjan illeszkedés vizsgdlatot végeztem a becsiilt stabil eloszldshoz képest és a normalis
eloszlashoz képest Kolmogorov-Smirnov, valamint y> goodness-of-fit tesztekkel. A hipotézisvizsgalatok
eredményeit, azaz a dontéseket a hipotézis elvetésérdl vagy elfogadasardl, a p-értékeit és a tesztstatisztika
értékeket tablazatokban kozoltem.

A logaritmikus hozamok eloszldsdnak vizsgélatdhoz gyakorisigi hisztogramon dbrdzoltam a hozam
adatokat. A hozamok empirikus eloszlasfiiggvényét a normalis eloszldshoz, illetve a becsiilt @ paramé-
ter( stabil eloszldshoz illesztve tn. q-q 4brdn mutattam be. A mintdnak a becsiilt stabil paraméterd el-
oszlashoz valé illeszkedését Kolmogorov-Smirnov prébaval és y? tesztekkel értékeltem. A paraméterek
idébeni véltozasanak megfigyelésére valtoztathaté méreti mozgdablakot készitettem, és egyiittesen ab-
razoltam, hogyan véltoztak a paraméterek a vizsgalt id6periddusban. Ezzel a médszerrel elkiilonithetk
a kockazatos (volatilis) és kevésbé kockazatos idészakok egymastodl.



3. Tudomanyos eredmények

3.1. A PIT paraméterbecslési eljaras

Legyenek a megfigyeléseink xp, x», ...x, fiiggetlen, azonos eloszldsd valészintiségi valtozok, melyek
az F eloszlasbol szarmaznak. Legyen

Fo((x=T)/S) = F(x),

azaz F és Fy azonos tipusud, Fy az eloszlastipus Kkitiintetett tagja, és az S skdla és T helyparamétert
Fo-hoz képest definidljuk. A hely- és a skdlaparaméter (7, S ) egyiittes M-becslése (77, S ;) a kovetkezd
egyenletrendszer megoldésa:

(= ;nT") =0, 3)

P ;nT") =0, 4)

ahol a T, a helyparaméter, S, a skdlaparaméter aktudlis becslése, ¥ és y alkalmas silyfiiggvények, x;
jeloli a minta elemeket. A  és y sulyfliggvények megvalasztisa mas-mds becslést eredményez.
Alkalmazzuk a Probability Integral Transformation (PIT) technikdt és a momentumok mddszerét
a y és y fiiggvények meghatdrozdsdhoz. J6l ismert, hogy ha egy & valdszintliségi valtozé F eloszlds-
fliggvénye invertalhato, akkor az F(£) valészinliségi valtoz6 egyenletes eloszlasu a (0, 1] intervallumon.
Alkalmazzuk a momentumok mdédszerét a transzformélt egyenletes valdszintiségi véiltozora:

o0 1
FdF = =
[ Far=3 ®

o0 1\? 1

Rendezziik 4t az egyenleteket és haszndljuk a varhato érték és szordsnégyzet helyett az 4tlagot. A T
és S paraméterek egyiittes M-becslését definidld implicit fliggvények ekkor:

(= ;nT") =0, )

NG s_nT") =(n-1)8, (®)

ahol B egy konstanst jelol. Ha a mintaelemek valddi eloszldsa éppen F, akkor B értéke éppen 1/12.
Ha nem &-nek megfelel$ eloszlastipust hasznalunk, azaz a mintaelemek eloszlasa nem az F tipus, akkor

B = Dy, V(&) ©)

-ként 4ll eld.

Az (7) és (8) egyenletrendszer iterativ algoritmussal, az Un. ping-pong mddszerrel oldhaté meg. A
modszer numerikus viselkedése, konvergencidja megtaldlhat6é Dutter és Huber [7] dolgozatdban. A mo6-
dositott Newton médszer alapjan az alabbi két egyenletet felvaltva oldjuk meg: az els egyenletbdl kapott
helyparamétert a masodik egyenletbe helyettesitve 4j skalaparaméter értékhez jutunk. Ezt a skdlaparamé-
ter becslést felhaszndlva ismét az els6 egyenletet szamitjuk ki. A kivant pontossag eléréséig ismételjiik a
1épéseket.



A helyparaméter kozelitése:

) _ pmy L om T(m)
am S Z W o ). (10)
A skdlaparaméter kozelitése:
S0P = Z (mm)[s(’")]z (11)
C(n- I)B v §om "
A  sulyfiiggvény
1
Y(x) = Fo(x) — >
a kezdeti értékek
T = med{x;}, (12)
s =c-MAD, (13)

med{x;} jeloli a mediant, MAD jeloli a median abszolqit eltérést

MAD = med{|x; — med{x;}|},

valamint S™ és T

konstans értéke

az § skdla- és T helyparaméter aktudlis becslései az m-edik iterdciéban. A C

C =F,'(3/4),

amelyet a kezdeti becslés torzitatlansdga miatt alkalmazunk (Fy szimmetrikus eloszl4s).

Ismert eloszlastipus esetén, azaz ha F eloszlds ismert, akkor a ping-pong moddszer segitségével a
hely- és skdlaparaméter egyiittesen becsiilhets. Ebben az esetben a becslések egyiittes eloszldsa aszimp-
totikusan normalis, és a kovariancia matrix megadhatd, Fegyverneki [13]. Legyen &€ = Sy + T, ahol az n
valdszinliségi valtozo eloszlasfiiggvénye Go(x). Legyen adott az £, &>, - - - minta és Gy eloszlastipus, &;
valészintiségi valtozé eloszlasa Go((x — T)/S).

1. Tétel. Tegyiik fel, hogy Gy differencidlhato, szigoriian monoton novekvd és Go(0) = 0.5. Ekkor T, és
S, jol definidltak, azaz az (7), (8) egyenletrendszernek létezik egyértelmii megolddsa, amelyre S, > 0.

2. Tétel. A PIT becslések a 1. Tétel feltételeinek teljesiilése esetén B-robusztusak, V-robusztusak, kvali-
tativ robusztusak és a katasztrofapontjaik

0
(T, = To5° 0.5, ahol 6 = min {—

Y(=) _¢<+oo>}
U(+eo)  Y(=o0)

R (N
X(=00) —x(0) 3
A stabil paraméterek PIT becslésének torzitatlansaga kovetkezik Hampel ef al. [17] eredményeibdl
felhaszndlva Fegyverneki [13] dolgozatit.
Ha a stabil alakparamétert is a mintdbdl becsiiljiik, akkor Fo, eloszlastipus nem ismert. A becslési
eljarasban az Fy, eloszlasra a y fliggvény, és a B érték szamitdsakor van sziikség. Mivel az F, nem
ismert, a javasolt ij mddszer szerint haszndljuk a skdlaparaméter meghatdrozdsahoz a stabil eloszlasok



csaladjanak két ismert szimmetrikus tagjat, a normalis eloszlast (@ = 2), és a Cauchy eloszlast (@ = 1)
az ismeretlen Fo, helyett a ¢ fliggvényben.
Helyettesitsiik be egyenként a két ismert eloszlasfiiggvényt, @(x)-t és

Fcauchy = 1/marctgx + 1/2,

a Cauchy eloszldsfiiggvényt a y(x) = Fo(x) — 0.5 silyfiiggvénybe. A két F eloszlasfiiggvény hasznéla-
taval két kiilonbozé B fiiggvényhez jutunk:

f_ ) (%arctgx)zdFa = [ ) (;lrarctgx)z fa(x)dx = Bi(a), (14)
0 12 © 12
[ (©0) - 5) dFo = f (©0) = 5) fadx = Ba(e), (15)

ahol F, és f, jeloli az a-stabil minta eloszlas és stiriségfiiggvényét.

Nemcsak az iterdci6 sulyfiiggvényeinek szdmitdsandl, hanem a B értékének meghatdrozasahoz is
sziikséges a ¢ fliggvényben az Fy, helyettesitése. A B értéke tovabba fiigg a minta o paraméterétdl az
integrandus miatt, ezért B(«) a tovabbiakban az o paraméter fliggvénye.

Jeloljiik a Cauchy és normélis eloszlasfiiggvény behelyettesitésével kapott fiiggvényeket B () -val
és Bo(a)-val. Jeloljiik tovabba a B (@) és B, (a) fliggvények haszndlatdval (11) egyenlet szerint szdmi-
tott skdlaparaméter becsléseket S |(a)-val és S(a)-val. A skdlaparaméter becslések a B fiiggvényeken
keresztiil szintén fiiggenek az alakparamétertdl.

Ha egy rogzitett minta esetén a mintdnak megfelelé a paraméter( F, — haszndljuk a ¢ fiiggvényben,
akkor a ping-pong médszer megadja a skdlaparaméter torzitatlan becslését. Ha F-ként nem a megfelel
stabil eloszlasfiiggvényt hasznéljuk, de az integrandusban szerepld f, slirliségfiiggvény megfeleld, akkor
is megkapjuk a torzitatlan becslését a skdlaparaméternek. Tehdt, ha nem a megfelel Fy, -t hasznaljuk
B-ben, akkor az S 1(a) és S(a) skdlaparaméter becslések minden a € [1, 2]-ra el fognak térni (torzitottak
lesznek), kivéve a minta keresett a paraméterénél, amelyet jeloljiink & -val. A & pontban a skalaparaméter
becslések a két eloszlasfiiggvény haszndlatdval megegyeznek, azaz S (@) = S2(&).

Az « alakparaméter becslését az az a € [1, 2] jelenti, amely pontban a két S ;(a) és S»(a) skdlapara-
méter becslés megegyezik. Ha a skdlaparaméter becsléseket a fiiggvényének tekintjiik az [1, 2] interval-
lumon, akkor a skdlaparaméter fiiggvények két monoton novekvd, konkav gorbét alkotnak, amelyeknek
csak egy metszéspontja létezik, a keresett &.

Algoritmus
1. Az e pontossag bedllitdsa.
2. Inicializalas: ag = a;, = 1ésa; =ay =2
3. AS(ar), Sa(ar), S1(ay), S2(ay) kezdeti becslések kiszdmitdsa.

4. Kezdeti feltétel ellendrzése: ha Si(ar) < Sa(ap) és Sa(ay) < Si(ay) akkor van metszéspont,
egyébként az algoritmus nem ad becslést a-ra (kilépés -1).

5. While |ai_1 - a,-l > €

a; .= (ay +ayp)/2, S1(a;) és S»(a;) kiszamitasa.

Ha S (a;) < Sa(a;), akkor ay, := a;, egyébként ay := a;.



6. & :=aq;
7. 9= (S1(a) + S2a)/2) és 6 := (Ty,; + To)/2

1. TEZIS. Ismert « alakparaméteri eloszldstipus esetén az M-becslés haszndlhaté a stabil eloszldsok
hely- és skdlaparaméterének becslésére. Ha mds alakparaméternek megfeleld F , eloszldsfiiggvényt
vdlasztunk a silyfiiggvényben, a segitségével meghatdrozott B érték felhaszndldsdval a hely- és skdla-
paraméter torzitatlan becslését adjuk (1 < a < 2).

2. TEZIS. Ha az alakparaméter sem ismert, akkor a Cauchy és a normdlis eloszlds alapjdn a becsiilt
skdlaparaméterek osszehasonlitdsdval megadhato az alakparaméter becslése és igy a szimmetrikus
stabil eloszlds alak-, hely- és skdlaparamétere egyszerre becsiilheté.

A téziseket a [S1] publik4ci6é eredményei alapjan allitottam fel.

3.2. A B fiiggvények kozelitésének meghatarozasa

A becslések kiszamitdsahoz sziikséges a B fiiggvények értékének megfeleld pontossagi ismerete tet-
sz8leges 1 < @ < 2 pontban. A kozelitést két 1épésben hataroztam meg. El8szor a fliiggvények kivalasz-
tott alappontokban felvett értékeit kozelitettem véletlen mintak segitségével, majd a fliggvényértékekre
tdmaszkodva meghatdroztam kiillonbozd raciondlis tortfiiggvényeket. Az alappontokat €s a tortfiiggvény
kozelités fokszdmat magam valasztottam ki. A tortfiiggvények koziil a 1. tdbldzatban ko6zolt tortfiiggvény
bizonyult a legjobbnak.

1. tdblazat. A B, és B, legmegfelel6bb raciondlis tortfiiggvény kozelitésének egyiitthatdi

Egyiitthatok B By
as 0.00343013  0.00631315
a 0.00605670  0.01943904
ap 0.04709978  0.09332481
ap 0.00972618  0.01619877
by -0.38087590 -0.09345095
by 0.17663917  0.16029569

A B fiiggvények tortfiiggvényes kozelitésének meghatdrozasa jelentds szamitdsi munkdval jart. Az
egyes részfeladatok elvégzése, példdul az alappontokban érvényes fiiggvényértékek meghatirozdsa a
millidrdos nagysigrendii véletlenszdm generalds miatt alappontonként Snmagdban tobb 6rat vett igénybe.
Ugyanakkor, a kozelitések meghatdrozdsa révén az algoritmus implementdlhatdsdga, hasznélhatosdga
jelentdsen egyszerlisodott. A tortfiiggvény kozelités haszndlata egyszer( felhaszndlé szamaéra is lehetové
teszi a becslési eljards alkalmazasat.

A tortfliggvény kozelités hasznélatdval a PIT becslési eljards gyorsithatd és egyszeriisithets, mivel
nem sziikséges az egyébként zart alakban ismeretlen stabil stiriségfiiggvény és eloszlasfiiggvény koz-
vetlen, numerikus integrildssal torténd szdmitdsa futdsi idében.

3.3. Statisztikai vizsgalatok

A PIT becslési eljaras statisztikai jellemzdinek vizsgalatira Monte-Carlo szimuldciékbdl allé szi-
muldcié sorozatot végeztem. A szimuldcidkban rogzitett @ paraméterti, standardizalt véletlen mintakat
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generaltam, €s becsiiltem a PIT moédszerrel a paramétereket. A kovetkezd vizsgdlatokat végeztem el a
becslések mintdira:

o leird statisztika: dtlag, sz6rds, minimum, maximum
e korrelacids egyiitthatok, kovariancia matrixok

o MSE értékek (mean squared error)

e érvényes becslések szimanak meghatdrozasa

e egyviltozés normalitds tesztek paraméterenként - x> préba, Kolmogorov-Smirnov préba, Sarkadi
préba

e konfidencia intervallumok meghatdrozdsa paraméterenként
e a tobbvaltoz6s normalitds tesztelésére

— Mardia-féle tobbvaltozds ferdeség és lapultsdg mutat6 [25] kiszamitdsa
— tobbvaltozés omnibus teszt Doornik €s Hansen [6] alapjan.

)

A tesztek meger0sitették a hely- és skdlaparaméter becslésének normalitdsdra vonatkozé elméleti
eredményeket. Az alakparaméter normalitdsa a legtobb szimuldciéban elfogadhatd, de a kis mintds, ma-
gas ismétlésszdmu esetekben a normalitist el kellett vetnem. A tobbvaltozés normalitds tesztek eredmé-
nyei alapjan a harom paraméter egyiittes normalitdsa nem jelenthetd ki egyértelmtien, javarészt azokban
a szimul4cidkban fogadhat6 el, ahol az egyvéltoz6s normalitdsokat elfogadhattuk.

A PIT becslési eljarast 0sszehasonlitottam a Weron [37] éltal vizsgalt ismert médszerekkel. Osszessé-
gében azt az eredményt kaptam, hogy a médszer pontossaga, megbizhatésiga a performancia jellemzok
alapjdn nem tér el ezektdl a médszerektdl.

3.4. A BET részvényeinek modellezése a PIT médszerrel

Meghatédroztam a PIT becsléssel a mintdk alak-, hely- és skdlaparaméter becsléseit a szimmetria
feltételezése mellett. Az eredmények szerint az OTP és az Egis valamivel kockdzatosabbnak bizonyult, a
Richter, Mol és M. Telekom papirjai egy kicsivel stabilabbak, kevésbé kockdzatosak. A skdlaparaméter
értéke az OTP esetében a legmagasabb, ami arra utal, hogy a vizsgalt papirok koziil az OTP-re volt
legnagyobb hatdsa a pénziigyi véalsagnak.

A hely- és skalaparaméternek kiszamithatok a robusztus becslései tigy, mint a medidn és a medidn ab-
szolut eltérés (Median Absolute Deviation, MAD), illetve a normadlis modellbdl kiindulva megbecsiilheté
az atlag és szords is. Az OTP és Egis részvényekre a magas skalaparaméter érték mellett magas szérast és
MAD értéket kaptam, ami 6sszhangban van az alacsonyabb @ paraméterrel. Valamint az alakparaméter
alapjan stabilabb, kevésbé kockazatos Richternél és M. Telekomndl a szdéras és MAD is alacsonyabban
alakult. A medidn hirom részvénynél (Egis, Mol, M. Telekom) is nulla lett és a tobbi esetben is na-
gyon kozeli a nulldhoz, igy a STABLE program S becslésével is 0sszevetve a szimmetria mellett sz616
eredményt kaptam.

A mintdnak a becsiilt stabil paraméterii eloszldshoz valé illeszkedését Kolmogorov-Smirnov pré-
baval és x> goodness-of-fit tesztekkel értékeltem. A y? tesztek alapjan azt mondhatjuk, hogy a stabil
modellt tobb részvény esetében elfogadhatdnak értékelték a tesztek, mig a normalitdst egyértelmien el
kell utasitanunk. A Kolmogorov-Smirnov probdk eredményeibdl kitiinik, hogy a hipotetikus a-stabil el-
oszlasoktdl valo eltérés minden esetben kisebb, mint a normalis eloszlastdl vald eltérés, és a teszt csak
egy esetben (MTelekom) utasitotta el a stabil nullhipotézist.
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3. TEZIS. A PIT becslési eljdrds alkalmazhaté valés adatok elemzésére. A Budapesti Ertéktozsde
kivdlasztott részvényei logaritmikus hozameloszldsdnak paraméterbecslése alapjin megdllapitottam,
hogy a becsiilt paraméterekkel rendelkezd stabil eloszlds jobban illeszkedik a hozamadatokra, mint a
normadlis eloszlds. A paraméterek idobeni viltozdsdt elemezve megdllapitottam, hogy a becsiilt alak-
és skdlaparaméterek jol tiikrozik az egyes részvények kockdzatossdganak alakuldsdt, amely a 2008-
2009-es péncziigyi vdlsdg hatdsdra jelentosen megnovekedett ebben az idészakban.

A téziseket a [S3] publikdcié eredményei alapjan allitottam fel.

3.5. Informatikai eredmények

Az elkésziilt programok mindegyike MATLAB fiiggvény (.m f4jl), amelyek egymdshoz csak la-
zan kapcsolédnak, azok tetszélegesen csoportokba (mappakba) szervezhetéek. Az elkésziilt programokat
MATLAB féjlokként (.m fajlok) dolgozatomhoz mellékeltem.

Az elso csoport a PIT eljarast kiszamité fiiggvények csoportja, tehat azok a fiiggvények, amelyek a
becslés értékek meghatirozdasaban kozvetleniil részt vesznek.

7 2z

A masodik csoport a segédfiiggvények — az el6z6nél sokkal nagyobb — csoportja, amelyben minden
mds elkésziilt fiiggvényt osszegyljtottem. Ezek a fiiggvények lehetdvé tették az algoritmus gyorsitasat
és az implementacié megkonnyitését célzo tortfiiggvényes kozelités meghatarozasat. A segédfiiggvé-
nyek csoportja tartalmazza a stabil eloszldsu egyvéltozds és tobbvaltozds véletlen szamok generdldsahoz
készitett fiiggvényeket. Ide sorolhatok a PIT moédszer megbizhatésdganak, pontossagdnak, és a becs-
1és aszimptotikus normalitdsdnak teszteléséhez elvégzett statisztikai vizsgdlatokhoz készitett program-
kédok. Valamint a segédfiiggvények kozott attekintem a BUX adatsorok elemzéséhez irt automatizalt

elemz0 szkripteket is.

4. TEZIS. Elkészitettem a PIT paraméterbecslési modszert megvaldsité MATLAB fiiggvényeket, va-
lamint a modszer tesztelését, szimuldciokkal torténd statisztikai vizsgdlatdt, és valos adatsorokra valo
alkalmazdsdnak lehetdségét megteremto programkodokat, segédfiiggvényeket. A modszer hatékony-
sdgdnak, megbizhatésdgdnak elemzésével megmutattam, hogy az eljards hasonlo performancia tulaj-
donsdgokkal rendelkezik, mint a szakirodalomban ismert modszerek. A paraméter becslések kiilon-

kiilon egyvdltozos és egyiittes normalitdsdt szimuldcioval vizsgdltam.

A téziseket a [S2] publikacié eredményei alapjan allitottam fel.
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4 Theses

THESIS 1 The M-estimator can be used to estimate stable parameters scale and location if the a-
stable distribution type is known. If the chosen distribution type Fy, in the weight function is not
the one that coincides the sample’s a-stable distribution then a predetermined value B that is derived
Jrom the chosen F , distribution is used to give an unbiased estimator of scale and location parameter
(1<a<2)

THESIS 2 If the shape parameter « is not known but is also to be estimated from the sample, then
by comparing scale estimators calculated by considering the normal and the Cauchy distribution as
F (0, @), the three parameters of a symmetric stable distribution can be simultaneously estimated.

THESIS 3 The PIT parameter estimation method can be applied for modelling real data sets. By
investigating the parameters of logarithmic returns of some assets at Budapest Stock Exchange with
PIT method, I have stated that a stable distribution with the estimated parameters fits better to the
modelled data set than the normal distribution. By analysing alteration of the parameters in time, I
have identified the effects of the world financial crisis in 2008-2009 to the returns and the volatility
(risk) of the assets which had a remarkable increase in that time period.

THESIS 4 I have implemented the algorithms that can calculate the PIT estimators of a data set.
Moreover, I have written program codes that are used to test accuracy and performance of the new
method, accomplish statistical investigation of the method via simulation. Auxiliary MATLAB func-
tions were created to facilitate the application of the PIT method to real financial data. By analysing
efficiency and reliability of the PIT method I have proved that the presented new method has sim-
ilar performance properties as the existing methods. The univariate and multivariate normality of the
estimators of the three parameters has been also investigated by a simulation study.
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